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1 PREDGOVOR

Ova skripta namijenjena je studentima Fakulteta elektrotehnike, strojarstva i brodogradnje
Sveucilista u Splitu koji pohadaju kolegij Matematika 3. Svrha pisanja skripte bila je objediniti
nastavne materijale kolegija, prvenstveno auditornih vjezbi. Skripta sadrZava nastavno gradivo
predvideno nastavnim planom kolegija u obliku zadatka s auditornih vjezbi, zadatka koji su se
tijekom godina pojavljivali na kolokvijima i ispitima te teorijskih osnova nuzZnih za rjeSavanje za-
dataka. Nadamo se da ée studentima biti korisna u boljem razumijevanju i lakSem savladavanju
gradiva.






2 VEKTORSKA ANALIZA
2.1 Osnovni pojmovi

Vektorske funkcije. Limes, derivacija i integral vektorske funkcije.

Vektorska funkcija skalarnog argumenta je funkcija s intervala I u vektorski prostor V"
(n=1,2,3),odnosno ¥ : I - V",

Za n = 3 koristimo oznaku
FO=x@i+y®j+z0k teI.

x,y,z . I - R zovemo skalarnim komponentama vektorske funkcije 7.

Neka su zadane vektorska funkcija 7 (f) = x (1) i + y (t) j + z (¢) k i vektor @ = a{f + ay7 + az%.
Tada je tlir?? (t) = @ ako i samo ako je
o

limx(#)=a,, limy@® =a, limz@() =a,.
=t () x t—>t0y() y >t () z

Derivacija vektorske funkcije 7 (1) = x(i+y®)j + z(t)z moZe se racunati pomocu
derivacija njenih komponenti, tj. vrijedi

PO =x@0i+y®)j+7 @)k

Za funkciju 7 (1) = x i+ y®)j+z () k, te€ [a, b], kaZemo da je integrabilna na
segmentu [a, b] ako su njene skalarne komponente x (¢), y ()i z (¢) integrabilne na [a, b] . Tada je

b b R b - b N
/7(t)dt=</ x(t)dt>i+</ y(t)dt>j+</ z(t)dt)k.

Svojstva derivacije i integrala vektorskih funkcija su slicna onima za realne funkcije.

Ako je 7 (t) neprekidna vektorska funkcija i s () njena primitivna funkcija na I, tj. ona za
koju vrijedi s’ (t) = 7 (¢t),Vt € I, onda za a, b € I vrijedi

b
/ F@®)dt=5(b)—75(a).



2 2 VEKTORSKA ANALIZA

Skalarna i vektorska polja. Gradijent, divergencija, rotacija i usmjerene derivacije

Skalarno polje je funkcija sa skupa Q € R? u skup R, odnosno f : Q - R.
Vektorsko polje je funkcija sa skupa Q C R u skup V3, odnosno @ : Q — V3.

PiSemo d (x, y, z) = a, (x, y, z)_f +a,(x,y, 2)7 +a,(x,y, z)z gdjesu ay,ay,a, 1 Q> R,
(komponente ili koordinatne funkcije) skalarna polja.

Parcijalne derivacije vektorskog polja se definiraju potpuno analogno parcijalnim derivaci-
jama skalarnog polja (realne funkcije triju varijabli) i svode se na parcijalne derivacije njegovih
komponenti:

05 aax—> aay—» aaz—>
— = —i+—j+—k
ox ox ! ox J ox
;i da.. Oda,., oda,-
Qﬁ = X4 __Zj.+ 2k
dy dy dy dy
da da,. 0a,, Oda,-
— = —i+—j+—k
0z 0z ! 0z J 0z

Ako skalarno ili vektorsko polje ima sve parcijalne derivacije, onda kaZemo da je ono derivabilno.

Nekasu f : Q - Rid : Q — V3, Q C R3, derivabilno skalarno i vektorsko polje, redom.

e Gradijentom skalarnog polja f nazivamo vektorsko polje grad f : Q — V3 defi-

nirano sa of of of
df ==Li+==j+ =k
gradf = Soi+ 500+ 52

¢ Divergencijom vektorskog polja @ nazivamo skalarno polje diva : Q — R defini-

rano sa

da, Oa, oa,

divd = — + — + —,
va ox ady 0z

¢ Rotacijom vektorskog polja @ nazivamo vektorsko polje rota : Q — V> definirano
sa
- da, 9da,\. (da, da,\- (94, da,\ —
td= -— )i+ - i+ =— - k.
rota ( oy o0z ) T\ oz " ox )T \ox T oy

Primjetimo da rot @ dopusta formalni zapis u obliku determinante

P07 k
=] L 2 2
Tl ox o9y oz

a, a, a

Gradijent, divergencija i rotacija mogu se opisati samo jednim operatorom. Znakom V (na-
bla) oznac¢imo tzv. Hamiltonov diferencijalni operator - formalni vektor
0 0 70

V=i—4j—+k—.
ldx Jay 0z
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Na vektorskom prostoru svih derivabilnih skalarnih (vektorskih) polja vrijedi:

Vf = gradf, (djelovanje operatora V na skalarno polje f);
V-a = diva, (formalni skalarni umnozak V i vektorskog polja @) ;
VXxda = rotd, (formalni vektorski umnoZak V i vektorskog polja @) .

2
-0 =0 70 0> 9> 0
A=V.-V=|i—+j—+k— ) =—+—=+—

<l(3x Jay az> 0x2  0y* 0z2
je tzv. Laplaceov diferencijalni operator (delta). Ako je f dvaput derivabilno skalarno polje
onda je

0% f 0 f 0 f
Af = — + — 4+ —;
4 oxz  0y?  0z2

Ako je a dvaput derivabilno vektorsko polje onda je
(Aaxﬁ + (Aay) J+ (Aaz) k
0%a. 0%a. d%*a.\- 0%a, 0%*a, 0%a,\._
X + X + X i+ y + y + y j
ox2  0y?  0z2 oxz  0y?  0z2
0%a, N 0%a, N 0a, Z
ox2  0dy?  0z2

Ad

Za vektorsko polje @ : Q — V3 kaZemo da je potencijalno ako postoji skalarno polje
f Q- R takvo da je @ = —grad f. Tada f nazivamo potencijalom polja @.

Svako vektorsko polje @ za koje je rotd = 0 nazivamo bezvrtloZno, a svako ono za koje je
diva = 0 solenoidalno.

Neka je f : Q — R derivabilno skalarno polje i’ s = sx7+sy7+szz jedini¢ni vektor. Tada
derivaciju skalarnog polja f u tocki T;, u smjeru vektora s raunamo kao

af . (=
g(TO) =grad f(Ty) -5 = (5- V) f(Ty).
Ako 5 nije jedini¢ni vektor uzmemo jedini¢ni vektor s, = ﬁ u smjeru vektora's.
g

Skalarno polje f najbrze raste u smjeru Sto ga odreduje grad f, a najbrZe pada u smjeru Sto
ga odreduje — grad f.

Neka je a(x,y,z) = a, (x, y, 2)7 +a,(x,y, 2)7 +a,(x,y, 2) k derivabilno vektorsko polje
naQ, 5 = s,i+s,j+s.k jediniéni vektor i T, € Q. Tada derivaciju vektorskog polja @ u tocki
T, u smjeru vektora s raunamo kao

0 0 0\ - - -
<sx$+sya—y+sza> a (TO) = (s . V) a (To)

oa da da
sxi (TO) +sya—;l/ (TO) +SZa—Z (TO) .

ol7}
— (T,
a§( 0)
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Jos neke formule:

-b) —Bxrota+ b2 +axroth+a

v(ai):v(a-‘g’)w(@ B

i

ob da

da b

% (5 xB) =% _ ;% 1 GdivE-bdiva

v(a’

Af
Ad

Ostalo:

X

b

ob Oa

- -
-

=b-rotd—a-roth

div grad f

graddiva — rotrot @

Gx(bx?)=b-G@-¢)—¢-@-b)

@xb)x¢=b-(@-¢)—d-(b-¢

o
~
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2.2

10.

11.

12.

13.
14.

15.

Zadaci

. Krivulja K je presjek plohe 2x? + 2y* + z? = 2 i ravnine x + y = 1. Odredite jednu njenu

parametrizaciju te vektor smjera tangente u tocki A (%, % 1) .

IzraCunajte gradijent skalarnog polja f(x,y,z) = In rz + 2. Odredite tocku T za koju je
X
(grad f)p =20 —j +3k.

Zadano je vektorsko polje T = x27 + y2 j + xyz k. Izralunajte div 3 i rot T.

. Izradunajte usmjerenu derivaciju polja ¢ = xy*+z> —xyz utocki T'(1, 1,2) u smjeru vektora

koji s koordinatnim osima zatvara kuteve 60°,45° i 60° respektivno.

. IzraCunajte usmjerenu derivaciju vektorskog poljaa = xzi+3j - y\/z k u tocki T0,-4,1)

u smjeru vektora's = (2, -2, —1).

. Izratunajte T ako je O = grad (r*Inr), gdje je 7 radij-vektor tocke T'(x,y,z) i r njegova

duljina.

9 |r(@-7)]

. IzraCunajte o ako je a konstantan vektor, a 7 radij-vektor tocke T'(x, y, z).
a

. IzraCunajte V [(5 -F) (d x 7)] ako je a konstantan vektor, a 7 radij-vektor tocke T'(x, y, z).

Izradunajte V [r V (r7)] ako je 7 radij-vektor tocke T'(x, y, 2), r = |F| .

IzraCunajte usmjerenu derivaciju polja ¥ = grad (r2 In r) u tocki T(\/g, 0, 1) u smjeru vek-
tora k.

IzraCunajte

akojed=2x2yi+5xyj +x)*kis=i+2j+3k

IzraCunajte

ako je a konstantan vektor, a 7 radij-vektor tocke T'(x, y, z).
IzraCunajte Ar 7 ako je 7 radij-vektor tocke T'(x, y, z), r = |7«’| .

Izracunajte
Vin{re" +V [r(ax7)]}

ako je a konstantan vektor, 7 radij-vektor to¢ke T'(x, y, z), a r njegova duljina.

Izracunajte
(sinr7)
0s
utodki T(1,1,1) ako je 5 = L3 <7+7+z> ,
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RjeSenja:

1. Krivulja K je presjek plohe 2x? 4+ 2y? + z> = 2 i ravnine x + y = 1. Odredite jednu njenu
parametrizaciju te vektor smjera tangente u tocki A ( 1 ;, 1) .

Odredimo projekciju krivulje K na xz ravninu tako da y = 1 — x uvrstimo u jednadZbu prve
plohe.

2x24+2(1=x)> 422 =2
45> —4x+ 22 =0

R e

Projekcija je pomaknuta elipsa koju moZemo parametrizirati na sljedeéi nacin:

x(t) = % + %cos t,

z(t) = sint, t € [0,2x].

Jos preostaje odrediti y(r)

¥(0) = 1= x(1)
= l—lCOSt
2 2

pa je time dobivena jedna parametrizacija krivulje K.

Izjednaéavanjem x(1) = 1, y@) = ; z(t) =1 dobijemo parametar t koji odgovara tocki
A. Dakle, t) = = Derlva01]e komponenata su x’(¢) = 7 sint, y'(t) = smt Z'(t) = cost.
Vektor smjera tangente u tocki A je

s = _—1sint i+ 1sint 7 +costyk = _—1?+ 14

2. IzraCunajte gradijent skalarnog polja f(x,y,z) = In ad + 2. Odredite tocku T za koju je
X

(grad f)y =27 —j +3k.

= 270 25 2

1-,.1%
oy 0z b y z

Znamo da su dva vektora jednaka ako su im jednake odgovaraju¢e komponente, stoga dobi-
vamo:
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-1 _ _ -1l
17—2:>x— >
;=—1=>y=—1
o325 z7=1
z 3

TraZena tocka je T (_71, -1, %) .
3. Zadano je vektorsko polje U = 2T+ )+ xyz k. Izratunajte div 7 i rot T.

Divergencija vektorskog polja je skalarno polje koje raCunamo na sljedec¢i nacin:

avx+%+dvz
ox dy 0z
2 9y” 9
_ox? 9y oxyz
o0x dy 0z
=2x +2y+ xy.

divo =

Rotacija vektorskog polja je vektorsko polje koje ra¢unamo na sljedeci nacin:

ik 7k
otg=12 2 9(_|2 9 9
T lox oy oz|  |ox o9y oz
Uy U, U, x? y* xyz
_ oxyz  0y* - (0xyz 0x2 - [(0y*  ox>
B dy 0z / ox 0z ox dy
=xz7—yzj.

4. Izradunajte usmjerenu derivaciju polja @ = xy?+z> —xyz u toc¢ki T(1, 1, 2) u smjeru vektora
koji s koordinatnim osima zatvara kuteve 60°,45° i 60° respektivno.

Derivaciju skalarnog polja ¢ u to¢ki T u smjeru jedini¢nog vektora s raCunamo pomodu

a—(f(T) = grad ¢(T')-5. Jedini¢ni vektor s koji s kooordinatnim osima zatvara kuteve 60°, 45°
s

1 60° respektivno jednak je

Vi

5 =cos60°7 + cos45° ] + cos 60° k = §7+ Tj+%%.

Gradijent skalarnog polja @ je
dp- Odp- O0p-—

gradp=—i+—j+—k= (% —y2)i+ (2xy — xz)7+ (3z% - xy)z.
ox ay 0z

Sada je
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-

<(y —yz)t+(2xy—xz)1+(3z —xy)k) <ll+—j+

Ql

=

4

as 2 2

)

_yz—yz+ \/E(ny—xz)+3z2—xy
2 2 2

0
Konaéno, vrijednost u tocki T" iznosi a—(f(l, 1,2) =
S

5. IzraCunajte usmjerenu derivaciju vektorskog poljad = xzi+3j - y\/z k u tocki T0,-4,1)
u smjeru vektora’s = (2, -2, —1).

k. Derivaciju vektorskog

e ew e . - . — 2=
Jedini¢ni vektor u smjeru vektora s je vektor s, = 3i-

wlw
W | —

polja @ u smjeru vektora s ratunamo pomocu
aﬁ — = — = — -
a—g = (5o - grad (a,)) i + (5 - grad (a,)) j + (5; - grad (a,) ) k.
Gradijenti skalarnih komponenti su
grad (ax) = grad (xz) = Zi+ x%,
grad (ay) =grad(3) = 0

grad (a;) = grad (—yﬁ) =—\zj- 2_\y/2 k.

Sada mozemo izracunati

T _ (g (s75E) )T+ (5-0)7 ( <w \f)>z
(gz_gx)n(g@é%)z

da 2~
—0,-41H==i
03( ) 3

6. Izratunajte U ako je O = grad (r?Inr), gdje je F radij-vektor tocke T'(x, y, z) i r njegova
duljina.

Radi jednostavnijeg racuna koristimo Hamiltonov operator V.
v=V (rzlnr) =V (rzln_r) +V (ﬁlnr)

= (In AV + 2V(nr) = (nr) 2r g + 1 % 7

=(nrn2ri+ri=Qmnr+ 17
r r
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o[r(a-7)

—

7. IzraCunajte ako je a konstantan vektor, a 7 radij-vektor tocke T'(x, y, z).

ol7}
=9 (r(a-7))
=@V (r(@7))+ @V (£ (@7))
=ay(a-F)Vr+agrVv(a-7)
~ @ (a-7) 7 + T
~a- 7 (@) + (@3
a-Fo - <E-Zi>
=—a-r+r| —
ar a
a-Fo -
=——a-r+ar
ar
pri ¢emu smo koristili
V(E-?)=7xr0t5+5xrot7+ra—?+aa—f
or da
=7x0+ax0+r0+aag
=a.

8. Izratunajte V [(d@ - 7) (@ x 7)] ako je @ konstantan vektor, a 7 radij-vektor tocke T'(x, , 2).

Primijetimo da nabla djeluje na vektorsko polje, Sto znaci da raCunamo divergenciju polja
(@-7) (ax?).

V[(@7) (@ax7) =v[(a 7) (5><7)]+V[(6 G (aw)]
= (@ax7)-V(a-7)+(@-7)V(@x7)
:(&’X?)-E+(Zi )(7'r0t5—5-rotr)

9. Izratunajte V [ V (rF)| ako je 7 radij-vektor tocke T(x, y, z), r = |F|.

IzraCunajmo prvo: V (r?) =V (rZ) +V (57) =F-Vr+rVi=7-ry+3r=4r.

\% [rV (r?)] =V (4r2) =8rry; =8F.
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10. IzraCunajte usmjerenu derivaciju polja ¥ = grad (r2 In r) u to¢ki T (\/g, 0, 1) u smjeru vek-

11.

tora 75

Usmjerenu derivaciju vektorskog polja u smjeru jedni¢nog vektora k radunamo koriStenjem
novog operatora s, - V. Ovdje je s, = k. U 6. zadatku smo izracunalidaje? = 2lnr+1)7.

ZZ (k v) ( )(21nr+1)r

( )(21nr+1)z+(%-v)(21nr+1)7
;.'

[ V(zlnr+1)]+(21nr+1)<E-V)‘r’

[ ( >]+(2lnr+1)£

- ( >+(21nr+1)k

I
~l

U ovom postupku je jako vazno paziti na to da ne vrijedi svojstvo asocijativnosti za skalarno
mnoZenje vektora. Prema tome vektor 7 u Cetvrtoj liniji ne mnozi vektor ;. Prvo se mora
izvrsiti skalarno mnoZenje unutar uglate zagrade ry - k, a zatim vektor 7 pomnoZiti tako
dobivenim skalarom.

Radij-vektor tocke T je 7 =F = \/57 + k duljine r = 2. Stoga imamo:

3T+ K -
\/_01> ;“L +2In2+ DE.

/N

IzraCunajte
0Ad
as
akojea = 2x2yi+5xyj +x)?kis=i+2] +3k.

Bududi da je a vektorsko polje primijenit éemo:
Ad=VVa-Vx(Vxa).
Imamo da je Vd = 4xy + 5x,aV Xd =2xyi — y* ] + (5y - 2x2) k
Ad =V (4xy+5x)—V X <2xy_f — Y+ Gy - 2x2)z>
=(@4y+35)i+4xj— (57 +4xj — 2x%>
=4yi+ 2xk=1a'.
Za ra¢unanje usmjerene derivacije vektorskog polja Aad = @’ odredimo:
grad (@) = grad (4y) = 4],
grad <a;> = grad0 = 0,
grad (@) = grad 2x) =
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Jedini¢ni vektor u smjeru vektora s je s, = ﬁ <7 +27+43 75) i konacno je
a;ﬂ - (%47)% (§-6)7+ (%27)%: 1 (87+2%> .

- 14

12. IzraCunajte

/(2
a-r

ako je a konstantan vektor, a 7 radij-vektor tocke T'(x, y, z).

Nabla djeluje na vektorsko polje 1 kao rezultat moramo dobiti skalarno polje. Izraz unutar
zagrade ¢emo drugacije zapisati tako da odvojimo skalarna od vektorskih polja radi pregled-

Vf—-fV
nijeg zapisa. Koristit éemo V <£> = gVf—fVg
8

. )Vrz—rZV (5-7) 2
2 T
(71’.7) (a-r)
. 27(5-7)—1‘25 3,2
7 — =
(zi.;:) (a-r)
272 (E-?)—rz (5-7) 352

(@7’ (@7)

13. Izralunajte Ar7 ako je 7 radij-vektor tocke T'(x, y, z), r = |F|.
Koristit ¢emo rezultate iz 9. zadatka.

ArF=VVri—Vx (Vxrr)
=V@r) = VX [VrxF+r(VxF)]

=4r‘O’—V><(r7;><7+r6>:4r‘0*—Vx6

=475 -0 =47
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14. Izracunajte
Vin{re"+V [r(axF)|}

ako je d konstantan vektor, 7 radij-vektor tocke T'(x, y, z), a r njegova duljina.

Izra¢unajmo prvo V [r (d x 7)], pri ¢emu ¢emo Koristiti rezultate iz 8. zadatka.

V[r(@x¥)] = (@xF) Vr+rV (axF)
= (@xF)rg+r0=0+0=0.

Sada je

1+r

F.
2

Vin{re"+V [r(dx7)]} =VIn(re) = %(er_,_rer)%:

15. Izracunajte
o(sinr ¥)
as

utocki T(1, 1, 1) ako je 5 = 7 (z I k)

Vektor s je jedini¢ni vektor.

o(sinr7)

P = (_s' V) (sinr?) = (§ V) (sian) + (§ V) (sinr?)

= 7[5 (Vsinr)] +Sinrg__f =7 (5 (cosrrg)) +sinrs.
S

Radij-vektor tocke T je 7 =1 +j + k. Uo&imo

(%)T=%(i+j+k>=§=7)

osinr?) — .
———— =rcosr+spsinr.

N

isy-ry =11z Cega slijedi
Konac¢no je

- - -

i+j+k
\/_ s1n\/_

=<‘i 7+Z)<cos 34 “\1/\5/5>

—(1,1,1>—(* 7+Z)cos 34 itk

+
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3 KRIVULJNI INTEGRAL

3.1 Osnovni pojmovi
Krivuljni integral prve vrste

Neka je 7 (1) = xMi+y®) ]+ z @) 75, t € [a,b] vektorska funkcija i neka je krivulja
F'={Tx@,y®),z®)]|t € la,b]l} njen graf.

Uredeni par ([a, b],7 (t)) zove se parametrizacija krivulje I'.

Zakrivuljul...7(1) = x () i+ y (1) j+z () k, t € [a, b], kaZemo da je jednostavna glatka
krivulja ili Jordanov luk ako vrijedi:

1. 7 je neprekidna injekcija na [a, ],
2. derivacija ¥’ () postoji za svako ¢ € [a, b] i neprekidna je,

3.7 () # 0 zasvakot € [a,b].
Ako je ¥ (a) = 7 (b) , onda krivulju zovemo zatvorenom krivuljom.
Neka je Jordanov luk I' zadan parametrizacijom

FO=x®)i+y®j+zOk t€Ilab],

i neka je na njemu zadano skalarno polje f : Q - R, (I' C Q). Ako je funkcija

t e f(x(), (1), 2()) - VX' (02 + Y (@2 + 2(1)2, 1 € [a,b],

integrabilna, onda pripadni odredeni integral

b b
/ SO, 9(), 2(0) - VX O + Y (002 + 2/ (12 dt = / fE®) - [F'@)] dr

nazivamo integralom skalarnoga polja f po krivulji I" (ili krivuljnim integralom prve
vrste) i oznacavamo sa

/ f ds.

r

« Krivuljni integral prve vrste ne ovisi o odabranoj parametrizaciji krivulje.

U slucaju kada je I" po dijelovima Jordanov luk (I' =T, U ... UT",) vrijedi

/fds de:f'/fds+---+/fds.
T I r,
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Krivuljni integral druge vrste

Neka je dano vektorsko poljea : Q — Vo3’ Q C R?, te neka je orijentirani Jordanov luk I'=ABcQ
zadan parametrizacijom 7(t) = x(t)7 + y(t)7 + z(t)z, t € [a, b]. Ako je funkcija

t e a (x(0), (1), 2(1) X' (1) + a,(x(1), (1), (1)) ' (1) + a,(x(), y(©), 2(1)) 2’ (1),

t € [a, b] integrabilna, onda pripadni odredeni integral
b
/ a, (x(0), y(t), z(1)) X' (1) + a (x(2), y(1), 2(1)) Y (1) + a(x(1), (1), z(1)) 2’ (1)de
b
= / [a(x(0), y(t). (1)) - 7' (1)] dt

nazivamo integralom vektorskoga polja g po orijentiranoj krivulji I'= AB
(ili krivuljnim integralom druge vrste) i oznacavamo sa

/Zi-d‘r’.

r
e [G-dF=- [G dF,
BA AB
o [(Ad+ub)-dF=A[G-dF+u[b-dF
r r r

gdje sua, b integrabilna vektorska polja, 4, 4 € R, I'=AB orijentirana po dijelovima glatka
krivulja.

Vektorsko polje ad : Q — Vg je potencijalno ili konzervativno ako postoji skalarno polje
f : D — Rtakvodajea = grad f. Polje f je potencijal polja a.

o Krivuljni integral vektorskog poljaa : Q — VO3 ne ovisi o putu integracije ve¢ samo o pocetnoj
i krajnjoj toCki ako i samo ako je @ potencijalno polje.

» Na konveksnom skupu € vrijedi

G=gradf & rota=0 < jl{E-d?zo, vT.
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Neka su P,Q : X — R diferencijabilne funkcije na otvorenom skupu X C R? te neka

N
je I' C X pozitivno orijentirani zatvoreni po dijelovima Jordanov luk. Tada vrijedi tzv.
Greenova formula

// <6Q(x, y) 9P, Y)> dx dy= j{ P(x, y)dx + O(x, y)dy,
ax ay
D ~

r

pri ¢emu je D C X podrucje omedeno krivuljom I', tj. 0D =T
(0D je oznaka za rub skupa D).
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3.2

Zadaci

. Izralunajte vrijednost integrala

I=/(x—y)ds

K

ako je krivulja K kruznica x* + y* = 3x.

. IzraCunajte vrijednost integrala

I=/(x+y)ds
K

ako je krivulja K trokut s vrhovima A(1,0), B(0, 1)1 C(0,0).

4 4
I=/<x§+y5>ds

K

. IzraCunajte

ako je krivulja K astroida dana jednadZbama x = acos’t, y = a sint, ¢ € [0, 27).

. IzraCunajte

I=/(x2+y2) ds

K

ako je krivulja K presjek ploha x> +2y* =4iz =y, y > 1.

I=/(y—1)dx
K

ako je K dio krivulje x> + y* = 2x + 2y koja se nalazi u prvom kvadrantu, prijedena u
pozitivnom smjeru.

. Izralunajte vrijednost integrala

IzraCunajte
I= /yexydx + (x + xe™) dy
K

ako je K pozitivno orijentirana gornja polukruznica x> 4+ y* = 1.

. Izracunajte vrijednost integrala

I=/(2a—y) dx + xdy
K

ako je krivulja K cikloida dana jednadZbama x = a(t — sint), y = a(1 —cost), t € [0,2x].

. PokaZite da je polje

yzZi+zxj+xyk
1+ x2y2z2
(1,1,1)

potencijalno i odredite potencijal. Izratunajte [/ @ - dr.
0,1,1)

-
a =
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9.

10.

11.

12.

13.

Odredite konstante a, b i ¢ tako da vektorsko polje
G=(x+2y+az)i+(bx—-3y— z)7+(4x+cy+2z)z
bude potencijalno.
IzraCunajte vrijednost integrala
1= / ytg®xdx + tgxdy
K
ako je K kruznica x* + (y + 1)> = 1 prijedena u pozitivnom smjeru.

IzraCunajte

I=/(y—z)dx+(z—x)dy+(x—z)dz
K

ako je krivulja K dio pravca od tocke A(1,—1,2) do B(2,0,1).

IzraCunajte

I=/(x2+y2)dx+(x2—y2)dy
K
ako je K diokrivuljey=1—-|1—-x|,za0 < x < 2.

Pomocu Greenove formule izraunajte

I=/y3dx+xy2dy,
K

gdje je K pozitivno orijentirana krivulja koja zatvara lik omeden parabolama y = x

2

ix=y

2
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RjeSenja:

1. Izracunajte vrijednost integrala

I=/(x—y)ds
K

ako je krivulja K kruZnica x> 4+ y* = 3x.

2
Krivulja K je kruzZnica (x - %) +)y? = % ¢ija parametrizacija je dana sa:

3 3
X = =+ =cost,

2 2
= ésint
y ) .

Racunamo:

— 2 2
ds=\/<—35int) +<§cost) dtzgdt,
2 2 2

2z

I=E/%(l+cost—sint)dt:%-27::9?”.
0

2. Izracunajte vrijednost integrala

I=/(x+y)ds
K

ako je krivulja K trokut s vrhovima A(1,0), B(0, 1)1 C(0,0).

Integral je potrebno rastaviti na tri integrala tako da integriramo po svakoj stranici trokuta.
Stranica K 4 je dio x osi za x € [0, 1]. Ovdje je x = x,y = 0,ds = dx.
Stranica K-p je dio yosiza y € [0, 1]. Ovdje je x =0,y = y,ds = dy.

Stranica K 45 jediopravcay =1—-xzax € [0,1]. Ovdjejex =x,y=1—-x,ds = \/de.

1 1 1
I=IKCA+IKCB+IKAB=/xdx+/ydy+/\/§dx
0 0 0

11
=—+-+V2=1+V2
272 V2
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3. Izracunajte

4 4
I:/(x5+y5)ds

K

ako je krivulja K astroida dana jednadZbama x = acos> 1, y = asin’ 1, 1 € [0, 27].

N |

Slika 1: Astroida (a = 1)

Prvo izracunajmo derivacije funkcija x i y:

x'(t) = =3a cos? tsint, ¥y (t) = 3a sin® ¢ cost,

a zatim je

ds = \/9a2 cos* tsin® t 4+ 942 sin* f cos? 1 dt

= \/9(12 sin” 7 cos? ¢ (0052 { + sin® t) dt

= 3asintcost, t € [0%] .

3
4 4 . 4 .
I=4 ] a3 (cos t + sin t) 3asintcostdt

0

3 3
7
= 12a3 /COSSISinldt-i-/SinSICOStdl = ... =443,
0 0
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4. IzraCunajte

I=/(x2+y2) ds

K

ako je krivulja K presjek ploha x> +2y> =4iz=y,y> 1.

Slika 2: Presjek cilindra i ravnine

2 2
Projekcija prostorne krivulje K na xy ravninu je dio elipse XI + y? = 1. Parametrizirajmo
projekciju i izrazimo z preko novih funkcija x i y:

x = 2cost,

y= \/Esint,
z= \/Esint,

ds = Vasin® 1+ 2cos? 1 + 2 cos? 1 dr = 2 dr.

Kako bismo pronasli granice za parametar ¢ iskoristimo y > 1. Prema tome je sint > %,

odnosno t € [% %] Sada je

3z

4

3z
iy
I=/(4coszt+2sin21)2dt=2/(2+2c:oszt)dt=-~-=37r—2.
i

r
%

5. Izracunajte vrijednost integrala
I= / (y—1)dx
K

ako je K dio krivulje x> + y* = 2x + 2y koja se nalazi u prvom kvadrantu, prijedena u
pozitivnom smjeru.
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Jednadzbu x? + y> = 2x + 2y trebamo zapisati u standardnom obliku, tj. dopuniti izraze
x? —2x 1 y* — 2y do kvadrata binoma:

x-1D*+@-1=2.

Ovo je jednadzba kruznice sa srediStem u tocki (1, 1) radijusa \/5

2@

[N
w

-2 -1 0 1

Slika 3: Dio kruzZnice u prvom kvadrantu

Promatramo samo dio kruZnice koji se nalazi u prvom kvadrantu. Parametrizirajmo ga:
x—1= \/Ecost, dx = —\/Esintdt,

y—1= \/Esint, dy = \/Ecostdt.

Potrebno je jos odrediti granice za parametar ¢ iz cega ¢e biti jasno da se radi o dijelu kruZnice
u prvom kvadrantu. Za to¢ku u kojoj kruZnica presijeca x-os vrijedi da je y = 0. Uvrstimo

y = 0 u parametrizaciju i dobijemo sint = —g pajet = _T”. Sli¢no, za tocku u kojoj
kruZnica presijeca y-os vrijedi da je x = 01icost = _T\/E, a iz Cega slijedi t = %. Sada

mozemo racunati vrijednost integrala I:

3z 3z

T 4

3z

Y
I=/\/§sint(—\/§sint>dt=—2/sinztdt=—/(1—c052t)dt=---=—7r.

T T

-

4

6. IzraCunajte
I= / ye¥ dx + (x + xe*?)dy
K

ako je K pozitivno orijentirana gornja polukruznica x> 4+ y* = 1.
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Parametrizacija pozitivno orijentirane jedini¢ne centralne gornje polukruZnice je dana sa:

x =cost, dx = —sinrdz,
y=sint, dy=costdt, t€[0,rx].

Sve uvrstimo u integral i raCunamo:

V2 Va T

I= / sin 1e87 ¢S (—sin 1) drf + / costcostdr + / cos e8¢0 cos ¢ dt
0 0

0
= { u prvom i zadnjem integralu izlu¢imo eksponencijalnu funkciju }

Vs T
= / esintcost (coszt — sin? t) dr + / cos? rdt
0 0
T

Il
o\

T
e%Si“2tcos2tdI+%/(l + cos 2t) dt
0

= ¢ uvedemo supstituciju % sin 2t = z} = .. = %

7. Izracunajte vrijednost integrala

I=/(2a—y)dx+xdy
K

ako je krivulja K cikloida dana jednadZbama x = a(t — sint), y = a(1 —cost), t € [0,2x].

Slika 4: Cikloida (a = 1)
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Bududi da je jednadzba krivulje ve¢ dana u parametarskom obliku kao i granice za t moZemo
odmah racunati vrijednost integrala:
2r
1= / [RQa—a+acost)a(l —cost)+a(t—sint)asint]dt

0
2z

=/[az(l+cosz‘)(1—(:ost)+a2 (tsint—sinzt)]dt

0
2r
= a2/ (l —coszt+tsint—sin2t) dt
0
2
=a* [ tsintdr = { parcijalna integracija } = ... = —2a’x.
0

8. Pokazite da je polje
yz? + zx7 + xyz
1+ x2y2z2

a=

(1,1,1)
potencijalno i odredite potencijal. Izratunajte [/ @ - dr.
0,1,1)

Vidimo da je
__ ¥y 5 _ xy
1+ x2)222 1+ x2y2z2 1+ x2y222°

Provjerimo jesu li parcijalne derivacije u parovima jednake:

oP 00 Z (1 + xzyzzz) — yz2yx2z?

9y ox (1+x2y222)2

oP OR YV (1 + x2y222) — yz2zx%y?

9z ox (1+x2y222)2

00 oOR X (1 + xzyzzz) — zx2zx°%y?

oz dy (1 + xzyzzz)2
Zaklju¢ujemo da je polje potencijalno. Stoga integral polja @ ne ovisi o0 putu integracije.
Potencijal u(x, y, z) raCunamo prema

X ¥4

y
u(x,y,z)=/P(t,y,z)dt+/Q(xo,u,z)du+/R(xo,yo,v)dv+C

X0 Yo Z0
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paje
x y z
yz z-0 0-0
ux,y,2)= | ————dt+ | —————du+ | ————dv+C
(. y,2) /1+t2yzz2 /1+02L4222 ,/1+02021)2
0 0 0
X
_ yz _ supst. tyz =k
_/ 1+,2y222dt+c_{ yzdt =dk,t - 0,k - 0,t > x, k - xyz }
0
xyz
dk K e
= —— 4+ C =arct =arctgxyz+C
/1+k2 ¢ 0 =%

0

(1,1,1)

GdF = (L, 1,1) —u(0,1,1) = arctg | - arctg0 = 7
(0,1,1)

9. Odredite konstante a, b i ¢ tako da vektorsko polje

G=(x+2y+az)i+(bx—3y—2)]+@x +cy+22)k

bude potencijalno.

Mozemo izraunati rot @ i izjednaditi s O ili napraviti kao u prethodnom zadatku:

a—P=2, Q=b,pajeb=2,
dy o0x
a—P:a, a—R=4,paje a=4,
0z ox
Q——l a—R—c aje c=—1
oz oy O P '

10. Izradunajte vrijednost integrala
1= / ytg?xdx + tgxdy
K

ako je K kruznica x> + (y + 1)> = 1 prijedena u pozitivnom smjeru.

Bududi da je K zatvorena, ravninska krivulja koja omeduje podru¢je D moZe se primjeniti
Greenova formula.

00 9P _ 1

dx 0y  cos2x

— tg2x =1,
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_ 909 _oP _
I—// <6x ay)dxdy—//dxdy.
D D

Ovaj dvostruki integral racuna povrSinu podrucja D, u ovom slucaju povr§inu kruga radijusa
1. Dakle,

I =

11. Izracunajte
I=/@—@M+@—m®+u—m&

K
ako je krivulja K dio pravca od tocke A(1,—1,2) do B(2,0,1).
Jednadzba pravca koji prolazi tockama A i B glasi:

x—=1_y+1 z-2
2-1 0-(-1) 1-=-2

odnosno

x—1 _y+1 z-2

11 -1
U parametarskom obliku za ¢ € [0, 1] je:

x=t+1, dx = dt,

y=t-1, dy = dt,

z=—-t+2, dz=-dr.
Sada je

1

I=/[(t—1+t—2)+(—t+2—t—1)+(t+1+t—2)(—1)]dt
0

1

= /(—21— 1ydr = 2.

0

12. IzraCunajte

I=/(x2+y2)dx+(x2—y2)dy
K
akojekrivulja K ... y=1—-|1—-x|,za0 < x < 2.

Prvo zapiSimo jednadZbu krivulje K prikladnije:

)X akojel—xZO_ X, akojex <1
Y= 2 —x, akojel—x<0_ 2—-x, akojex>1.
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Sada je ocito da moramo integral rastaviti u dva dijela; integral po dijelu pravca y = x
(oznacimo taj dio pravca K;), za x € [0, 1] i integral po dijelu pravca y = 2 — x (K,), za
x €[1,2].

Parametrizacija za K| je dana sa:

aza Ky:

X =X, dx = dx,
y=2-x, dy=-dx, x€][l,2].

Sada je

I=/(x2+y2)dx+(x2—y2)dy+/(x2+y2)dx+(x2—y2)dy
K, K,
1

2
=/2x2dx+/[(x2+4—4x+x2)—(x2—4+4x—x2)]dx
0 1

2
1

=2x3 +/(2x2—8x+8)dx
3 1o

1
2 (25 ., )2 2 2 4
= = - —4 8 = - _-= -,
3+<3x o) =3%73=3

Primjetimo da u zadatku orijentacija krivulje nije posebno naglaSena. Mi smo ga rijesili ori-
jentirajudi krivulju negativno (u smjeru gibanja kazaljke na satu).

Zadatak smo mogli rijeSiti i pomocéu Greenove formule iako krivulja nije zatvorena, tako
da primijenimo Greenovu formulu na podrucéje D koje je trokut iznad x osi i od dobivenog
rezultata oduzmemo / (x2 + y2) dx + (x2 - yz) dy, gdje je I" dio x osi za x € [0, 2].

r

Slika 5: Podrucje D
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I=//(2x—2y)dxdy—/(x2+y2)dx+(x2—y2)dy
D r

1 X 2 2—x 2
=/dx/(2x—2y)dy+/dx/(2x—2y)dy—/x2dx
0 0 1 0 0
1 8 4
=—4+1-=-=—-.
3 3 3

Na ovaj nacin je konacni rezultat negativan jer je krivulja, prema pretpostavci Greenovog
teorema, pozitivno orijentirana.

13. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte

I=/y3dx+xy2dy,
K

gdje je K pozitivno orijentirana krivulja koja zatvara lik omeden parabolama y = x? i x = y?

Slika 6: Podrucje D

Bududi da je

Py =y = L3y
ay
0
Oy =xy = 2y
ox

prema Greenovoj formuli vrijedi

I=/y3dx+xy2dy=//(y2—3y2)dxdy
K D
1 W

=//(—2y2)dxdy=/dX/(—2y2)dy
D 0 x2
1 1
VR ,
/y3 . d /(xi —x(’)dx:—%.
0 0

xX=-

wWI[N

W
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4 PLOSNIINTEGRAL

4.1 Osnovni pojmovi

Plo$ni integral prve vrste

Neka je D C R? podrudje (otvoren i povezan skup) u xOy ravninii f : D — R funkcija
klase C! na D (f ima neprekidne parcijalne derivacije na D). Tada je skup

S={(xyz2€eR | z=f(x,y), (x,y) €D}

glatka ploha u prostoru R (z = f (x, y) je njena eksplicitna jednadzba).

J

Ako je § glatka ploha zadana eksplicitnom jednadZzbom z = f(x,y), (x,¥) € D, onda je

njezina povrsina
oaf e\ | (ofx )’
p)= [ e (ZE2) 4 (L2 axay
ox dy
D

Nekaje f : Q - R, Q C R3, neprekidno skalarno polje, a S C Q glatka ploha zadana
jednadzbom z = g(x,y), (x,y) € D C R?, na zatvorenom podru¢ju D omedenom po
dijelovima glatkom zatvorenom krivuljom. Tada dvostruki integral

2 2
/f(x,y,g(x,y))\/1+<@> +<M> dxdy
X dy
D

nazivamo plosnim integralom skalarnoga polja f po plohi .S (ili ploSnim integralom

prve vrste) i oznacavamo sa
// £ds.
S

Ako je ploha S po dijelovima glatka i sastavljena od kona¢no mnogo glatkih ploha S, ---, .S,
onda se njezin plo$ni integral prve vrste definira kao pripadni zbroj, tj.

//de=3/'1/de1+...+!"/de"‘

S

Plosni integral prve vrste je linearan:

//(ﬂf+Mg)dS=/1//de+u//gdS.
S S S

gdjesu f,g : X - R, X C R3, neprekidne funkcije, S € X po dijelovima glatka ploha i
Au € R.
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Plo$ni integral druge vrste

Nekajed : Q — V3, Q C R? neprekidno vektorsko polje, a z = g(x, y), (x,y) € D C R?,
jednadZba orijentirane glatke plohe .S C Q, pri ¢emu je D zatvoreno podrucje ¢iji je rub po
dijelovima glatka zatvorena krivulja. Tada dvostruki integral

0 0
/ <—ax@—g - aya—g + az> dxdy
" x Y (x..8(x.3))

nazivamo plo$nim integralom vektorskoga polja @ po orijentiranoj plohi S (ili ploSnim
integralom druge vrste) i ozna¢avamo sa

//Z-d§ ili //a-WOds.

S
S S

Plos$ni integral druge vrste se jo§ naziva tokom vektorskoga polja @ kroz plohu S.

Neka sud,b : Q — VO3, Q C R3 neprekidna vektorska polja, S C Q orijentirana po
dijelovima glatka plohai 4, u € R. Tada je:

1) [d-dS=-[[a-dS;
§ s

2) [[(AG+ub)-dS=A[[a-dS+pu [[b-dS.
s 5 s

Zadamo li formalno jedini¢ne vektore normale na .S pomocu njihovih kosinusa smjera
ny = cosai+cosBj +cosyk,
pripadni ploSni integral druge vrste ima zapis
/5~d§ = //(axcosa+aycosﬂ+ a,cosy)ds.
e N

Moze se izvesti jo$ jedan zapis plosnog integrala druge vrste. Neka su dani neprekidna
skalarna polja P,Q, R : Q — R, Q C R? i orijentirana glatka ploha .S C Q, te neka je

Tozcosa7+cosﬁ7+cosyz

jedini¢ni vektor normale na odabranu stranu S plohe .S. Tada je pripadni plo$ni integral druge
vrste

//dedz+dedx+Rdxdy=//(Pcosa+Qcosﬂ+Rcosy)dS.
K

S+
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Teorem o divergenciji: Neka jed : Q — V. Q C R? vektorsko polje klase C' na Q, a

V' C Q zatvoreno podrucje omedeno po dijelovima glatkom zatvorenom plohom S = 9V
orijentiranom vanjskim normalama. Tada vrijedi Ostrogradski-Gaussova formula

{//maav:[/a-dﬁ.

v

Ostrogradski-Gaussovu formulu moZemo zapisati i u skalarnoj formi. Neka su P,QO, R :

wees

Q — R skalarna polja klase C' na okolini Q zatvorenog podruéja V' C R3, &iji je rub oV po
dijelovima glatka zatvorena ploha. Tada je

/// 0_P+£+6_R dxdydz=//(Pcosa+Qcosﬁ+Rcosy) ds,
dox dy 0z
4 oV

gdje su cos a, cos f1, cos y kosinusi smjerova vanjske normale na plohu dV'.

Ova formula omoguduje pretvaranje ploSnog integrala po zatvorenoj plohi u trostruki inte-
gral po podrucju koje ta ploha omeduje.

Teorem o gradijentu: Neka je skalarno polje f : Q — R klase C! na Q. Tada vrijedi

///gradde://frTOdS
4 v
=7//fcosads +7//fcosﬁd5+%//fcosyds.
ov o o
Teorem o rotaciji: Neka je vektorsko polje @ : Q — Vg klase C' na Q. Tada vrijedi

ﬁrotﬁdV://nT{xEdS.
14 oV

Teorem o Laplaceovom operatoru: Neka je skalarno polje f : Q — R klase C? na Q.

Tada vrijedi
/// AfdV = ///div(gradf) dv = // (grad f - 7g) dS.
14 14 aV

Stokesova formula je poopéenje Greenove formule na prostorno vektorsko polje @, plohu
S ¢ R3 i njezin rub 4.S.

Neka je dana orijentabilna ploha .S ¢iji je rub po dijelovima glatka krivulja 0.S. KaZzemo da
su ploha i njezin rub koherentno orijentirani, ako, gledano s vrha vektora normale na plohu u nekoj
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tocki, orijentacija krivulje nalaZe kretanje po krivulji u pozitivhom smjeru, tj. suprotno gibanju
kazaljke na satu.

Stokesov teorem: Nekajed : Q — VO3 vektorsko polje klase C' na R3, ScQ orijentirana
2
po dijelovima glatka ploha, a 9.5 koherentno joj orijentirani rub koji je po dijelovima glatka

zatvorena krivulja. Tada vrijedi Stokesova formula

//rotfi~%’dS=//r0t5~d§=}£5~d7.
S o~ ~

S oS

I za Stokesovu formulu Cesto se koristi skalarni zapis. Neka su P, O, R : Q — R skalarna
polja klase C! na Q C R3, S ¢ Q po dijelovima glatka ploha s koherentno orijentiranim rubom
0. koji je po dijelovima glatka zatvorena krivulja te cos a, cos f i cos y kosinusi smjerova vektora
normale na plohu S. Tada je

}Z{de+Qdy+Rdz
08

oR 00 <0P 6R> 00 JP
= — - = — - — — - ds.
//<<ay az)cosar+ 37 9x cosfp++ ox oy cosy
s
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4.2 Zadaci
1. IzraCunajte
// ydS
S
gdje je S dio ravnine % +y+ § = 1 u prvom oktantu.
2. IzraCunajte
// zdS
S
ako je .S dio sfere x> + y* + (z — 3)*> = 4 zakoji je z < 2.
3. Neka je S dio stosca x = \/y? + z? za koji je x < 2. Izracunajte
// 2 dsS.
K
4. IzraCunajte
// (xy + zz) ds
S
ako je S dio stodca z = y/x2 + y? isje¢en cilindrom x? + y* = 2x.
5. IzraCunajte
/ x+y+2)dS
K
ako je S dio plohe x* + y*> = 1 koji se nalazi izmedu ravnina z = 01i z = 2.
6. Izradunajte povrsinu dijela plohe z = 5x? + 5y* zakojije 0 <z < 5.
7. IzraCunajte tok vektorskog polja
G=xi+yj+22%k
kroz vanjsku stranu ruba tijela koje je omedeno plohama z = 2(x> 4+ y?)i z = 2.
8. Izracunajte
//(x —z)dydz + 2y + z)dxdz
S
ako je .S gornji dio ravnine x — 2y — z + 2 = 0 isjeen koordinatnim ravninama.
9. IzraCunajte

/ \/Zdydz

S

ako je S vanjska strana dijela plohe z = x? + y* za kojije 0 < z < 4.
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10.

11.

12.

13.

14.

IzraCunajte tok vektorskog polja
G=xzi+yzj+72°k
kroz vanjski dio sfere x*> + y* + z> = 9 odsje¢en ravninom z = 1,aza z > 1.
Primjenom formule Gauss-Ostrogradskog nadite tok vektorskog polja
a= x7+2y27+3zzz
po plohi koja omeduje podrudje V = {(x,y,z) : 0< x> +?<9,0<z<1}.

IzraCunajte

// xdydz + ydxdz + zdxdy
S

ako je .S vanjska strana ruba tijela zadanog nejednakostima z < 2 — /x2 + y2i z > x> + )2,

Uz pomo¢ Stokesove formule izracunajte

I=/5-d7

—

K

vektorskog polja @ = yi—xj+ zk po zatvorenoj krivulji K zadanoj kao sjeciSte ploha
X+ +z22=4ix*4+y*=2%2zaz>0.

IzraCunajte cirkulaciju vektorskog polja

a= zy2?+x227+yxzz

duz krivulje K ... {
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RjeSenja:

1. IzraCunajte

//yds

S

gdje je .S dio ravnine % +y+ g = 1 u prvom oktantu.

Slika 7: Dio ravnine isjeCen koordinatnim ravninama

Slika 8: Projekcija plohe S na xy ravninu

JednadZbu plohe moZemo zapisati eksplicitno kao z = g(x,y) = 3 — %x — 3y te odrediti
njenu projekciju Sy, na xy ravninu. Tada su granice za x 1 y:
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Element povrSine plohe je

0g\>  [ag\> \/ 32 7
as=1/1+(Z %8 ) dxdy=1/1+(=2) + (=32 dxdy =  dxdy.
+<0x>+<0x> B +< 2) (=3 dxdy = 5 dxdy

Sada je traZeni integral

1—

2 2
7 7 701/, x\2, 7
as= [l y- Ldxdy=1 [ d dy=1 —(1——)d=—.
//y //yzxyz/x/yyzfz 2) 7%
S S, 0 0 0

2. IzraCunajte

//zdS

S

ako je .S dio sfere x> + y* + (z — 3)*> = 4 zakoji je z < 2.

Slika 9: Presjek sfere i ravnine

Odredimo projekciju Sy, plohe S na xy ravninu. Presjek sfere i ravnine z = 2 je:

X2+ )y +(z-3) =4
z=72

x2+y* =3

iz Cega slijedi da je projekcija dana sa S, ... x?+)? <3.

Sada joS trebamo z izraziti pomocu x i y:
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(z=3)P=4-x*—)

z=3+14—-x2-y%

Bududi da je ploha dio donje polusfere biramo z = 3 — /4 — x2 — y2.

Nadalje, jednadZbu plohe moZemo zapisati implicitno (F(x, y, z) = 0) kao

+y+(z-32-4=0

pa ratunamo:

JE s (@) e ()

VX2 + 292 + 2z - 3))

ds = dxd dxdy
oF 12(z = 3)|
0z
4 2 + 2 + _3 2 \/4 . 4
= \/ (Cty (=3 )dxdy = dxdy
2|z =3 213 — VA —x2 -2 - 3|
=2 dudy.
V4 —x2—y?
Sada je

2
I=//zdSz//(3—\/4—x2—y2>—dxdy.
s S, Va —x -2

Kako je S, ... x* + y* < 3 prelazimo na polarne koordinate:

X =rcos@ OSrS\/g
y=rsing 0<@p<L2r

J=r
paje
2 V3 2z V3
3r
1= o TR s oo ()
0 0 ( ) 4-r2 , , 4_ 2
2z

3. Neka je S dio stosca x = \/y? + z% za koji je x < 2. Izracunajte

// y*ds.

S

JednadZbu plohe moZemo zapisati eksplicitno kao x = g(y, z) = v/y* + z2 te odrediti
njenu projekciju S, na yz ravninu: S, ... v +z2 <4,
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=2

s‘z

Spl.

1

a4l

1

ERS

2I

H s 2
1 .
_60_;"
JI {

T 4
21

1
a4

0 Yy

Slika 10: Presjek stoSca i ravnine

Element povrSine plohe je
2 2
Jg Jg
dS =1/1 —= — ] dyd
V() () o
) 2 2
= —2 )+ —ZF ) dydz = V2dydz.
24/y? + 22 242 + 22

I=//y2dS=//y2\/§dydz.
S Syz

Kakoje S, ... y? + z? < 4 prelazimo na polarne koordinate:

Sada je

y=rcosq@ 0<r<?2
z=rsing 0<@p<2rn
J=r

pa je

2r 2 2
I= \/5/ d(p/(rcos,(p)zrdrz4\/§/cosz(pd(p
0 0 0

2
:4\/5/1+c;s2(pd¢=4\/5m
0
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"// (xy + zz) ds

ako je S dio stosca z = 1/x2 + y2 isjecen cilindrom x? + y* = 2x.

4. IzraCunajte

Slika 11: Dio stoSca isjecen cilindrom

Ploha je zadana eksplicitno s z = g(x, y) = 1/x% + y%. Ra¢unamo:

) ) 2 2
P P 2
as=1/1+(2) +(28) axdy= |14 —2— ) +( —2— ) dxdy
ox ox 24/x2 + 32 24/x2 + )2
2

2
=\/1+ d + 4 2dxdy=\/5dxdy.

x2+y2 x24y

Mozemo naci projekeiju S, plohe .S na xy ravninu tako da jednadZbu cilindra zapiSemo u
standardnom obliku (dopunimo izraze do kvadrata binoma):

x2—2x+y2=0
(=12 +22 =1,

pa je projekcija dana sa S, ... (x — 1> +»* < 1. Sada je

I=//(xy+zz)dS=//<xy+<\/m)2> V2 dxdy.

Kako je S, pomaknuti krug prelazimo na pomaknute polarne koordinate:

x—1=rcosg 0<r<i
y=rsing 0<@p<2r
J=r
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paje
2z 1

I= \/5/ d(p/ ((1+ rcos @)rsing + (1 + rcos @)* + (rsin@)*) rdr
0 0

2z 1
= \/5/ dqo/(rzsinqo+r3cosqosin(p+r+2r2008(p+r3)dr
0 0

2

3v2
=\/5/(%sin(p+icos¢singo+%+%cosqo+%) d§0=T\/_7T.
0

5. IzraCunajte
// (x+y+2)dS
K

ako je S dio plohe x* + y*> = 1 koji se nalazi izmedu ravnina z = 0i z = 2.

Slika 12: Dio cilindra izmedu dvije ravnine

Projekcija plohe .S na xy ravninu je krivulja. Stoga moramo odabrati projekciju na neku
drugu koordinatnu ravninu.

Projekceija S, plohe S na yz ravninu je pravokutnik s vrhovima (1, 0), (1, 2), (-1,2) 1 (=1, 0).
Uocimo, to je ujedno i projekcija plohe .S| dobivene od plohe .S za x > 0 i projekcija plohe
S, dobivene od plohe S za x < 0. Stoga ¢emo integral I racunati kao zbroj ploSnih integrala
po dvije plohe, tj. I = I; + I:

S ...x=+y1-)72
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-1

Slika 13: Projekcija plohe .S na yz ravninu

Iz implicitne jednadZbe plohe F(x, y,z) = x>+ y* —1 = 0 ra¢unamo element povrSine

plohe kao
(%) + (%) + (%)
ox oy oz V2x)? + (2y)2 + 02
dsS = dydz = dydz
oF |2x]
ox
4 2+ 2
cxs0) = VAV e L gz
2x 1—)2
Sada je

2

1
Il=//(x+y+z)dS='/dy/(\/1—y2+y+z)—1 dz
VI =2
S -1 0 1-y
1 1

2\ 12 24/1 =2 +2y+2
=/;(z\/1—y2+yz+z—>|dy=/ yroy dy
4 1_y2 2 0 J) /1_y2

=/ b —2 2y
J Vi-y 1=y

a2 ' 1
= 2y——(1—y)2+2arcsmy |1=4+27r.

2) Sy...x=—y1-)2

Iz implicitne jednadZbe plohe F(x, y, z) = x>+ y* — 1 = 0 ra¢unamo element povrSine
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plohe kao

2x)% 4+ (2y)* 4+ 0?
dydz = V(2x)2 + (2y) dydz
|2x|

= (x <0} = = ——dydz = 1 4
2 ~(=V1-3?)

Sada je

2

1
//(x+y+z)dS=/dy/(—\/1—y2+y+z) ! dz
S | 1=y

0

o
[

1

1
1 N z22\ |2 —24/1—y2+2y+2
= [/ —— |-z 1—y2+yz+—> dy=/ dy
_[ /—1_y2< 2 |0 ,/1_y2

-1

1

/ -2+ 2y + 2 dy
J Vi-y 1=y

= <—2y— % (l - y2)% +2arCSiny> |1_1 = —4 427,

Konac¢no,

I=1+1,=4+42n—-4+2r =4nr.

6. Izraunajte povrsinu dijela plohe z = 5x% + 5y za kojije 0 <z < 5.

P(S) = // ds.
S

Ploha je zadana eksplicitno s z = g(x, y) = 5x>+5y?, a projekcija S, plohe S na xy ravninu
jedanasa s, ... 2+’ <1

Element povrsine plohe je

2 2

0 0

ds = \/1 + (a—g> + (a_g> dxdy = V1 + 100x2 + 1002 dxdy.
X X

Nakon uvodenja centralnih polarnih koordinata dobivamo:

2 1
P(S)=//\/1+100x2+100y2dxdy=/ / \/1+100r2rdr=i(1013—1).
0 0
Sxy

150
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. z=53:2-|-5y2

Slika 14: Dio paraboloida izmedu dvije ravnine

7. IzraCunajte tok vektorskog polja
a= x7+y7+222%

kroz vanjsku stranu ruba tijela koje je omedeno plohama z = 2(x*> + y?)i z = 2.

z = 2(x? +y?)

Slika 15: Tijelo omedeno paraboloidom i ravninom

Rub tijela je sastavljen od dvije plohe: dijela paraboloida i dijela ravnine. Zato ¢emo traZeni
integral izraCunati kao zbroj dva integrala: I, za tok vektorskog polja kroz dio vanjske strane
paraboloida i I, za tok vektorskog polja kroz dio gornje strane ravnine z = 2.

1) Ploha (paraboloid) je zadana eksplicitno s z = g(x,y) = 2x> 4+ 2y*. Presijecanjem
paraboloida s ravninom z = 2 dobivamo projekciju S, plohe S na xy ravninu:

Syy - x?+y? <1
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Normalu na plohu racunamo prema izrazu

_087 987 F
i ayj+k

— ox
n():i
2 2
9% 9g
Ve ()4 (2)

. —4xi—4yj+k
no =+ .
V1 +16x2 + 16)?
S obzirom na to da normala s osi z zatvara tupi kut biramo predznak minus.

stoga je

Element povrSine plohe je

2 2
P 9
ds = \/1 + <—g> + <—g> dxdy = V1 + 16x2 + 162 dxdy.

ox dy

Racunamo integral:

S

—Axi—4yj+k [ = = =

=_// Xt—yJ 4+ (xi+yj+222k)dS
J V16x2 +16y2 + 1

-4 2_42 22
=_// X T ) V1T 1622 + 1692 dxdy
P\ Viex2 +16)2 +1
Xy

= .// (4(x2 + y2) —202x* + 2y2)2) dxdy.
S,

xy

Kako je S|, krug prelazimo na polarne koordinate:

X =rcos@ 0<r<i
y=rsing 0<@p<2r
J=r
2z 1 |
Il=/d§0/(4r2—8r4)rdr=2ﬂ <r4—§r6> :—_27[
6 0 3
0 0

2) Ravnina je zadana eksplicitno s z = g(x,y) = 2 i orijentirana je normalom 7, = k.
Projekcija na xy ravninu je ista kao u prvom slucaju, a element povrSine plohe je d.S =
dxdy. Ovdje je skalarni produkt @ - 71y = 2z2 pa je integral I, jednak

12=//2z2d5=//8dxdy.

s Sy

Bududi da // dxdy rauna povrSinu ravninskog lika jednostavno vidimo da je
S

xy

Iz =8'Pkruga =8ﬂ'
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Konac¢no je

Napomena: zadatak se moZe rijeSiti i primjenom Teorema o divergenciji (formule Gauss-
Ostrogradskog).

8. Izracunajte

/ (x—z)dydz + 2y + z)dxdz
S

ako je .S gornji dio ravnine x — 2y — z + 2 = 0 isjeCen koordinatnim ravninama.

Ploha je zadana eksplicitno s z = g(x,y) = x — 2y + 2. Projekcija na xy ravninu je trokut
omeden koordinatnim osima i pravcem x — 2y +2 = 0.

Normala na plohu glasi
. —i+2j+k
ng = +———.
V6
S obzirom na to da normala s osi z zatvara Siljasti kut biramo predznak plus.

Element povrSine plohe je

dS = V1 + 4 + 1 dxdy = V6 dxdy.

Slika 16: Dio ravnine isjecen koordinatnim ravninama
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1=//a-n7)ds=//((x—z)?+(2y+z)7)wds
S S \/g
=//(z—x+4y+2z)LdS=//(3(x—2y+2)—x+4y)L\/dedy
/ ve V6

x
0 1+§

=/ 2x -2y +6) dxdy=/dx/(2x—2y+6)dy
Sy -2 0
0

=/<2x<1+%)—<1+§>2+6<1+%)>dx=4.

-2

9. IzraCunajte

/ \Vzdydz

S

ako je .S vanjska strana dijela plohe z = x> + y* za koji je 0 < z < 4.

z=a’ 4y

Slika 17: Dio paraboloida izmedu dvije ravnine

Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina: po projekcijama i kao tok vektorskog polja.

I=//ﬁdydz=i// \/zdydz.

Prvo odredimo projekciju plohe S na yz-ravninu, zatim x izrazimo pomodu y i z.

1. naéin
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x = +v/z — y*ix = —y/z — y? su dvije plohe koje ¢ine S i koje ¢e imati istu projekciju na
yz ravninu. Stoga ¢emo integral rijeSiti kao I = I + I,, gdje éemo integral I, izracunati u

odnosu na plohu x = +4/z — y?, a integral I, u odnosu na plohu x = —1/z — »2.
rojekcija na yz-ravninu za obe plohe je dana sa:
jekeija na y plohe j . P<z<a

Za ratunanje I, biramo predznak + jer normala plohe x = +4/z — y? zatvara §iljasti kut sa
vektorom i.

2 4 2
=+// \/Edydz=/ dy/\/zdz=%/(8—y3)dy: 63—4
Syz _2 y2 —2
Za racunanje I, biramo predznak — jer normala plohe x = —m zatvara tupi kut sa
vektorom i.
2 4 2
—/ \/Zdydz=—/ dy/\/zdz:—%/(S—f) dy=—%,
Syz =2 y2 -2
Konac¢no je
3
2. nacin

Integral I moZemo izraunati kao tok vektorskog polja w = \/;1

=//\/Zdydz=//w-d§=//w-n7)ds.
K K S

ag= =
0x ! 6y‘]

Ploha je zadana eksplicitno s z = g(x, ) = x*+y* i zanormalu vrijedi 7, = +

Jie(2) (2

Izabrat éemo predznak — jer ng zatvara tupi kut sa vektorom k.

—_ —2x7—2y7+z _2x7+2y7—z

VIt @2+ @2 V1+4z

) 2
=//\/Ei it yi—k g // vz ds
g 1+4z V1+4z

Dakle, preostaje rijeSiti plo$ni integral prve vrste.
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Element povrSine plohe je

o0x dy

og\>  [og\’
ds =1/1+ (—g> + <—g> dxdy = V1 + 4x2 + 42 dxdy.
Racunamo integral

2x4/z 2x1/x2 + 12
I=//—\/_dS=// VX TY V1+4(x2 + y?)dxdy
71 +4z YoV1+462 47

= // 2xV/x% + y?dxdy.
S,

Projekcija plohe .S na xy ravninu je krug S, ... x% + )% < 4. Zato éemo integral izradunati
prelaskom na polarne koordinate:

X =rcos@ 0<r<?2
y=rsing 0<@p<2r
J=r

2z 2z

2 2
I=/d(p/2rc0s¢\/r_2rdr:2/cos<pd(p/r3dr=0.
0 0 0

0

10. IzraCunajte tok vektorskog polja
a= xz7+yzj+zzz

kroz vanjski dio sfere x> + y* + z2 = 9 odsjecene ravninom z = 1,aza z > 1.

1=//a-d§=//a-n7)ds.
S

K

Vrijedi:

Ploha je zadana implicitno s F(x, y, z) = x> + y* + z* — 9 = 0 pa 1y ra¢unamo kao

oF = oF = oF 7 N N N
_ wit o itk 2x7 +2y7 422Kk
V(2x)? + 2y + (22)?

SOy () (2)

Kut kojeg zatvaraju ng i kzaz > 1 je Siljasti. Stoga biramo predznak + i imamo

— x7+y7+zk
no=f.
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Slika 18: Sfera presjecena ravninom

Racunamo integral:

_— e - 7 i j 76’
I=/a-n0d5=/ <xzi+yzj+zzk>%dS=//%(xzz+yzz+z3)dS.
S Ky Ky

Preostaje rijesiti plosni integral prve vrste. Odredimo projekciju plohe .S na xy ravninu:

xX2+yP+22=9
z=1

x?+y? =8.
Nadalje, ploha je zadana implicitno pa d.S raunamo kao

JE (@) e ()

oF
0z

‘/4 2+ 2+ 2
dxdy = (< +y 27 dxdy.

ds =
2z

Vrijedi
22=9—x?— y2
z=+19—x2—y2,
a biramo z = +1/9 — x2 — )2 jer je ploha .S dio gornje polusfere. Iz ¢ega slijedi

dS=— 3 dxdy,
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1

// % (xzz + yzz + 23) ds

S

1<zm 2 ! 3
—(VI-x2 =32+ VI—x2 - 2+ (VI—x2 - )2 —————— dxdy.
_5//3 ( ) V9 —x2— 2

Kako je projekcija plohe .S na xy ravninu krug S, ... x% + > < 8 koristit éemo polarne
koordinate za racunanje integrala I:

X =rcos@ 05r§2\/§
y=rsing 0<@p<2r
J=r

27 24/2
3
Iz/d(p/<r20052(/’ V9 -2+ (Psin @) VI — 2 + (V912 ) ——dr
0 0 ( | ( ) VO —r?
27 21/2
=/dqo/(r3+r(9—r2))dr=727r.
0 0

11. Primjenom formule Gauss-Ostrogradskog nadite tok vektorskog polja
G=xi+2y"] +32%k

po plohi koja omeduje podrudje V = {(x,y,z) : 0< x>+ <9,0<z<1}.

Vrijedi:

-dS = //divadv,

14

~
I
wl\

diva=1+4y+6z.

Ploha § je dio kruZnog cilindra, stoga ¢emo za raCunanje integrala koristiti cilindri¢ne ko-
ordinate:

X =rcos @ 0<r<3
y=rsing 0<@p<2r
z=2z 0<z<1

J=r
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Slika 19: Dio cilindra izmedu dvije ravnine

0

12. Izracunajte

// xdydz + ydxdz + zdxdy
Ky

ako je .S vanjska strana ruba tijela V zadanog nejednakostima z < 2—4/x2 + 32 iz > x>+

1=//a-d§=///divzidv,

5 |4

Vrijedi

pri ¢emu je

G=xi+yj+zkidivd=3.

I=///3dV=3«///dV.

|4 |4

Sada je

Ovaj trostruki integral racuna tri puta volumen tijela V' i za njegovo racunanje koristimo
cilindri¢ne koordinate.
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Slika 20: Tijelo sastavljeno od paraboloida i stoSca

X =rcos @ 0<r<i
y=rsing 0<@p<L2r
z=1z X2+ <z<2—/x2 4324
J=r Pr<z<2-—r
2r 1 r 2 1

I=3/d(p/dr
0 0

13. Uz pomo¢ Stokesove formule izracunajte

2

2r

2—
/rdz=3/d¢/r(2—r—r2)dr=§/d(p=5—”.
4 2
0 0

0

vektorskog polja @ = yi—xj+ zk po zatvorenoj krivulji K zadanoj kao sjeciSte ploha

Xy +z2=4ix*+y*=2%,zaz>0.

Krivulju K dobivamo iz 222 =4, tj. z = V2ix> +1%> = 2.

Stokesova formula glasi: '7{ a-dr = // rot @ - d.S. Dakle, ratunamo tok vektorskog polja

- -

K S

rot @ kroz plohu S, gdje za plohu .S moZemo uzeti dio ravnine z = /2 za koji je x> +)? < 2.
Uocimo, za plohu .S moZemo uzeti sferu ili stoZac, ali tada bi racun bio nesto sloZeniji.

rotd =

< ¥~
>|<&|m\.¢
N Yo x|

I

|

)

=
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24y’ =2%2a2z>0

Slika 21: Presjek sfere i stoSca

Sada je

I=//rot5-d§=//rot5-70d5

3 S
pri cemu je
g g, T
—§1—£1+k -
nozi :ik,

2 2
98 98
Ve (2) (%)
jer je ploha .S zadana eksplicitno s z = g(x, y) = \/5

Kada gledamo s vrha vektora normale (na plohu u nekoj to¢ki) prema krivulji, orijentaciju
plohe, odnosno predznak za normalu moramo izabrati tako da kretanje po krivulji bude u
pozitivnom smjeru. Stoga biramo predznak + i tada je

I=//r0t5~n_0’dS=//(—2)dS.
S S

Nadalje,

og\* [ag\’
s = 1+<—g> +<—g> dxdy = dxdy.
ox dy

Projekcija plohe .S na xy ravninu je dana s x> + y* < 2.

I= // (=2)dS = -2 // dxdy.
K

5
Sy

Provedimo jo§ prelazak na polarne koordinate:
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X =rcosg OSrS\/E
y=rsing 0<@p<2r
J=r

2z \/5

I=—2/d(p/rdr=—47t.
0 0

14. Izracunajte cirkulaciju vektorskog polja

G=zy*i+x2%] + yx*k

TR X=y
dquI‘lVLll]eK...{ v=9

Slika 22: Presjek paraboloida i ravnine

Koristit éemo Stokesovu formulu yf a-dr = ff rotd - dS. Dakle, trebamo odrediti tok
K K

— 212
S ... X=y+z
0<x<9

vektorskog polja rot @ kroz plohu

kojoj je K rub.
Racunamo
i j ok
S92 9 9| _(y2_ 7 2 _ 7 2 _ %
rota = Fri S e (x*=2x2)i+ (y" —=2xy)j+(z° = 2y2) k
zy?* xz?  yx?
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I=//r0t5-d§=//rot5-70d5

K S

pri ¢emu je
i

@l@
NoR

7— E 'Z_ -.’_ i
=t . i—2yj—2zk ’
V1+ 2y)? + (22)?

V() (2)

jer je ploha S zadana eksplicitno s x = g(y, z) = y* + z°.

@l@
< lom

Kada gledamo s vrha vektora normale (na plohu u nekoj tocki) prema krivulji, orijentaciju
plohe, odnosno predznak za normalu moramo izabrati tako da kretanje po krivulji bude u
pozitivnom smjeru. Stoga nam treba unutra$nja orijentacija plohe te biramo predznak +:

. 7—2y7—22%
my =+ ————,
V1+4y?+ 422

x? —2xz —2y3 4+ 4xy* =223 + 472y

V1+4x

rota-ng =

Sada je
ds.

7= // x? = 2xz =2y +4xy* — 223 + 4z7%y

g V1+4x

Jos trebamo izracunati ploSni integral 1. vrste. Projekcija plohe .S na yz ravninu je dana sa
Syzee y? + z2 < 9. Element povrsine plohe je

og\> [og\’
ds = 1+(—g> +<—g> dydz = /1 +4y? +4z2dydz

dy 0z
¢ijim uvrStavanjem u gornji integral dobivamo:

4222 4_22_23_23 44 422_23 42
//y+yz+z y'z—2z v +4y* +4z7%y Z+Zy\/mdydz

V1+4y? +4z2

Syz
= // (y4 +2y22% + 24 =2y 2 - 223 =2y v 4yt + 422y 223 + 422y) dydz.
syZ

Prijeéi éemo na polarne koordinate:

Yy=rcos@ 0<r<3
z=rsing 0<@p<2r
J=r
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2z 3
I=/d(p /(Sr4 cos4(p+r4 sin4(,o—2r3 c0s3(,o—4r3 sin3<p
0 0

+ 6r* cos? @ sin® ¢ — 21 cos’ @ sin @ + 413 cos @ sin® @)r dr

5.3037 3937 _em ¢
=———+——+4+3= =37 =729x.
6 4 64 5 " g

Napomena:

Ako za plohu S umjesto paraboloida izaberemo dio ravnine x = 9, onda je racun bitno
jednostavniji jer je ig = i i rot @ - g = x*> — 2xz. Integral je tada

I= // (x* —2xz) dS = // (9% - 18z) dsS.

Projekcija je ista kao i u prehodnom pa je
2r 3

I=/d(p/(81—18rsin(p)rdr=7297r.
0 0



56

5 FOURIEROV RED

S FOURIEROV RED

5.1 Osnovni pojmovi

KaZemo da je f : R — R periodi¢na funkcija ako postoji T > 0 takav da za svaki x iz
domene funkcije f vrijedi f(x) = f(x + T). Broj T nazivamo periodom od f. Najmanji period
(ako postoji) nazivamo osnovnim (ili temeljnim) periodom.

kojemu su koeficijenti

ao

Semo f(x) ~ S(x).

S(x) =

Koeficijente a, a;, by, a,, by, ...

ao
2

Trigonometrijski Fourierov red zadane periodi¢ne funkcije f s periodom 27 je red

e
+ 2 (an cos nx + b, sin nx) ,

n=1

/” f (x) dx,

/7r f (x)cosnxdx,

Q= 8=

l/ f (x)sinnx dx.
T b/

nazivamo Fourierovim koeficijentima funkcije f. Pi-

kojemu su koeficijenti

ap

a (e 9]
fx)~ 70+’;<ancos—T + b, sin

Trigonometrijski Fourierov red zadane periodi¢ne funkcije f s periodom T = b — a je

2nwx 2nrwx )
T b
b
7/ rwas
b
%/a f (x)cos Zr;irx dx,
2 b nrx
T f (x)sin dx.

Q

KaZemo da funkcija f zadovoljava Dirichletove uvjete na intervalu [a, b] ako vrijedi:
1) f je po dijelovima neprekidna i njezini su prekidi prve vrste,
2) f je monotona ili ima najviSe konacan broj strogih ekstrema.
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Teorem (konvergencija po tockama) Neka je f po dijelovima glatka periodi¢na funkcija
s periodom 2z koja zadovoljava Dirichletove uvjete. Tada njezin Fourierov red

(o)
S(x)= % + Z (an cosnx +b, sinnx)

n=1
konvergira u svakoj tocki x € [—x, z] i za sumu .S (x) reda vrijedi:

(i) S(x) = f(x), ako je f neprekidna u tocki x,
(i) S(x) = % [f(x—=0)+ f(x + 0)], ako je x tocka prekida za f.

\. J

Ako je funkcija f definirana i parna na simetri¢nom intervalu [-L, L], onda je b, = 0 za
svaki n > 1, tj. njezin Fourierov red sadrzi samo kosinus ¢lanove i glasi

Pri tome za a,, vrijedi
L
2 nIx
a, = — x)cos —dx, n > 0.
=1 /0 S (x)cos 22

KaZemo da smo funkciju f razvili u Fourierov red po kosinus funkcijama.

Ako je funkcija f definirana i neparna na simetri¢nom intervalu [-L, L], onda je a, = 0 za
svaki n > 0, tj. njezin Fourierov red sadrZi samo sinus ¢lanove i glasi

nmwx

£ (x) ~ ;bnsinT.

Pri tome za b, vrijedi
L
b, = %/0 f(x)sin%dx, n>1.

KaZemo da smo funkciju f razvili u Fourierov red po sinus funkcijama.

Za Fourierove koeficijente vrijedi Parsevalova jednakost

[e0] [o0]

1 2 [?
KADNAD i=;/a If (0P dx.

n=1 n=1
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5.2

Zadaci

. Razvijte u Fourierov red funkciju

) = {0, x € (ZZ,0)

cosx, x €0, %).

. Razvijte u Fourierov red po sinus funkcijama (neparno prosirenje) funkciju f(x) = x na

intervalu (0, 2).

. Razvijte u Fourierov red po kosinus funkcijama (parno proS$irenje) funkciju f(x) = sin x na

intervalu {0, r).

. Razvijte u Fourierov red funkciju

F(x)=2— x|
- |
na intervalu [—1, 1] te pomocu dobivenog razvoja izrac¢unajte sumu reda .
[-1,1]tep g ] ! Z,) 2t 17

. Razvijte u Fourierov red funkciju

f(x)=2sgn(e*—1), xe[-3,3],

[So]
a potom, koristeci taj razvoj izraCunajte Z
n=0

=n"
2n+1"

. Razvijte u Fourierov red po kosinus funkcijama funkciju f(x) = sgn(|x| — 1), x € [0, 2].

1

Pomocu tog razvoja i Parsevalove jednakosti izracunajte sumu reda E W
n f—

n=1

. Parno prosirenje funkcije f(x) = 1 — x zadane na intervalu (0, 1] razvijte u Fourierov red.

1

o0
Pomocu dobivenog razvoja izracunajte sumu reda Z W.
.

n=1

. Funkcija f(x) = x + x definirana je na intervalu (—x,0). Razvijte funkciju f u Fourierov

[o0]

red po sinus funkcijama te izracunajte sumu reda Z —-

n=1 h
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RjeSenja:
1. Razvijte u Fourierov red funkciju

f@ﬁz{a x € (Z,0)

cosx, x €0, %).

Funkcija f nije ni parna ni neparna. Ra¢unamo koeficijente a,, a,, b;:

3 0 3
ay = & 2 r /f(x)dxz%/de+%/cosxdx=%sinx g =%(sin%—sin0> =%,
22 0
2 2
——

0

3
a, = ZH/f(x)-cos Zhrx dx

T V3 T
213 213

DI

0

3
= 2/0-cos(2kx)dx+2/cosx~cos(2kx)dx
T T
0

NI

. J/

g
0

2 % (cos (x — 2kx) + cos (x + 2kx)) dx
T

o\
IR

8=

3 3
/cos 2k — )xdx + l/cos 2k + 1)xdx
T
0 0

11

x 2k+1

sin(kﬂ+£)
2

S wIN

sin (2k — 1)x j +

sin 2k + 1)x

1
2k —1
. V4 1
kr— =)+ —-
sin (kx 2)

2k —1 2k + 1

(sinkn'-cosz —coskr - sin£> +
2 2

[ (sinkn-cos£+coskﬂ-sin£>]
2k —1 2 2

1 1
1 (—cosk
[2k—1( coskm) + T

_coskzr(_ 1 + 1 >
oz 2k—1 2k+1

(-DF —2k—1+42k-1
T 42— 1
—2(=1)k

n(4k2 — 1)

2(_1)k+1

n(4k2 = 1)

2k +1

NI=NI—=N|—=8]|~

(cos k:r)]
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N

2k7rx ¥ dx

2 2

NIR

0 3
= 2/O-Sin (2kx)dx +g/cosx - sin (2kx) dx
T T

0

1N

“ _
v
0

(sin (2kx — x) + sin 2kx + x)) dx

ENAS)

o\
(ST [SIE]
N | —

2
=l/sin(zk—1)xdx+l/sm(2k+1)xdx
”O ﬂO
=l- . cos(2k—1)x§—— I cos 2k + D)x
r 2k-—1 2k + 1
=%'2k—11[cos(2k_l)__l]_% 2k +1
(o a)
T \2k—1" 2k+1
1 2k+1+2k—1
Y 4k2 — 1
4k
T or@k2—-1)

Fourierov red funkcije f glasi:

o k+1
f(x)= +2<2( i cos (2kx) +

k=1

.

Slika 23: Graf funkcije (zadatak 1.)

__4k
4k —1) m(4k* = 1)

(=TI

[cos k + 1)% - 1]

sin (2kx)> .
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2. Razvijte u Fourierov red po sinus funkcijama (neparno proSirenje) funkciju f(x) = x na
intervalu (0, 2).

Potrebno je definirati proSirenje na intervalu (-2, 0], a kako Zelimo dobiti neparnu funkciju
koristimo f(x) = —f(—x). Sto je u ovom slucaju f(x) = —f(—x) = —(—x) = x pa je
prosirenje funkcije f dano s

x, x€(0,2)
fxX)=4x, x€(=2,0)
0, x=0.
2
2 2

-2

Slika 24: Graf neparnog proSirenja funkcije (zadatak 2.)

Prosirenje je neparno iz ¢ega slijedi ay, = 0, a;, = 0, za svaki k € N, a koeficijente b
raunamo:

b, = 2_'_2/f(x)
_2%,_J

parna

1

2
B u=x dv=sink’2’xdx
") du = dx v——zcoskﬂ

- X cos@ 2+i/cos kzx dx
 kx 2 o kr 2
0

krx |2

mn —

= _—4005k7r+ wcoso+
" krn kn k272 2 lo

0

(-D¥

-4
kx
4 K+l
1
k()
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Fourierov red funkcije f glasi:

o 4 Kt o
fx)= ) — (=D sin
]; krm

kzx

Slika 25: Prve tri aproksimacije funkcije preko njezinog Fourierovog reda (zadatak 2.)

3. Razvijte u Fourierov red po kosinus funkcijama (parno proSirenje) funkciju f(x) = sin x na
intervalu {0, 7).

Potrebno je definirati pro§irenje na intervalu (—x, 0], a kako Zelimo dobiti parnu funkciju
koristimo f(x) = f(—x). Sto je u ovom slucaju f(x) = f(—x) = sin(—x) = —sinx pa je
prosirenje funkcije f dano s

sin x, x € (0, 7)
f(x)=9—sinx, x €& (—x,0)
0, x=0.
2
4 2 o] 2 4
-2

Slika 26: Graf parnog prosirenja funkcije (zadatak 3.)

Prosirenje je parno iz ¢ega slijedi b, = 0, za svaki k € N, a koeficijente a; i a; ratunamo:

ay = 2 / f(x) dle-Z/sinxdxz_—zcosx ﬂ:_—z(cowr—cosO):i,
I N ) 0 T T

T+ T T

parna
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V3
2 2kmx
= . d
i 7r+7r/f(x) Cosir+7r x
7 N———

parna
7

-2/sinx-coskxdx

7
0
7

N —

0
(sin (x + kx) + sin (x — kx)) dx

SN
N —

sin(k+l)xdx—l/sin(k—l)xdx
T
0

S~

Sl S | = 11 .
-—;-k+1wﬂk+ka+;-k_lwﬂk—Dx0
=%.k_+11[cos(k+1)7r—1]+%-kil[cos(k—l)n—l]
=%_k__'_l(coskn-cosn—sinkn-sinn—1)+k_l(coskn-cosn+sinkn-sin7z—1)]
:%_k_—_'_ll(—coskir—1)+ﬁ(—coskﬂ—1)]
Z%_kll(COSk”"‘l)—k_l(coskﬂ+1)]
_COSkﬂ'+1( 11 )
I k+1 k-1
_ DT k—1-k—1

7 K2 — 1

2 [(=DF +1]

T (k2 -1)

—4 _
= w(4n2-1)’° k=2n,neN

0, k=2n-1,neN.

Pri racunanju koeficijenata a, javlja se razlomak nazivnika k — 1. Stoga su gornjim ra¢unom
obuhvaceni koeficijenti za koje je k # 1 pa je koeficijent a; potrebno izracunati zasebno:

1
T T T + T

N _
¥4 ~ 0

parna

N |-

V4

1 . 1 -1 T -1

= — s1n2xdx=—-—-cos2x| = —(cos2x —cos0) =0.

V3 T 2 0 2x
0
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Fourierov red funkcije f glasi:

2 w4
f(x)= ;+;mcos2nx.
—_——

arp

4. Razyvijte u Fourierov red funkciju

f(x)=2—|x|
- |
na intervalu [—1, 1] te pomoc¢u dobivenog razvoja izrac¢unajte sumu reda .
[-1,1]tep g ] ! ;) nt 17

Funkcija f je parna iz Cega slijedi b, = 0, za svaki k € N, a koeficijente a; i a; ratunamo:

/ f(x) dx=1- 2/(2—x)dx_3

parna

2k
ak:%.Z/Q—x)cos( ;x)dx
0

1
, , o d = u=2-x dv=coskrxdx
=2 [ @=-x)coskaxdx=14 . U:isinknx

1
1
X sin (kzx) )O n ki / sin (kzx) dx
T
0

=22_
T

= k2 22 cos (kzx) l

=0t

{O, k=2n,neN
= 4 _ _
m, k=2n l,neN.

Fourierov red funkcije f glasi:

4w 1
f(x) = = Z:: PR cos(2n + Drx.

NILA)
[\SRROS)
+

Z (2n 1 cos(2n— rx =
n=1

Primijetimo, u gornjem izrazu smo pomakli indeks sume. Nadalje, kako bismo izrac¢unali
traZenu sumu zadanog reda moramo u dobiveni Fourierov razvoj funkcije f uvrstiti tocku iz
intervala [—1, 1] takvu da red dobiven iz razvoja i zadani red budu jednaki do na konstantu.
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Takoder je potrebno odrediti i funkcijsku vrijednost od f u toj tocki.

dobivamo f(0) =

_3, 4%
f(O)_z 22(2n+1)2

odnosno

3 4 - 1
2=+ Y —
2 §(2n+1)2

5. Razvijte u Fourierov red funkciju

f(x)=2sgn(e*-1), xel[-3,3],

(=1)"
2n+1°

a potom, koristedi taj razvoj izraCunajte Z
n=0

Odabirom x = 0

(a) Graf funkcije g(x) = e* — 1 (b) Graf funkcije h(x) = sgn(e* — 1)

Slika 27: Grafovi pomoénih funkcija (zadatak 5.)

Funkcija predznak ili signum definirana je na sljedeéi nacin:

1, x>0
sgn(x) =40, x=0
-1, x<0.

Funkcija f je neparna iz Cega slijedi da je a, = 0, za svaki k € N, a koeficijente b
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ra¢unamo:

_4 sinkixdx
3 3
0
=43 oskmxp
3 krx 3
—4
= — (coskn — cos0)
T
—4 k
=— |(-D* -1
=D 1]
8 — —_
_ ) ey k=2n—-1,neN
0, k=2n,néeN.

Fourierov red funkcije f glasi:

8w | . @n-Dazx 8~ 1| . (Qu+Dz
f(x)_ﬂzzn_lsm 3 _ﬂ§2n+lsm 3 X.

n=1

Specijalno, za x = % dobivamo

Qn+ Dz 8 x (=)

3 8w 1.
f<§>"222n+1sm 2 r L+t
n=0 n=0

odnosno

6. Razvijte u Fourierov red po kosinus funkcijama funkciju f(x) = sgn(|x| — 1), x € [0, 2].
1

n—1)2"

(o]
Pomocu tog razvoja i Parsevalove jednakosti izracunajte sumu reda Z
n=1
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Slika 28: Graf parnog proSirenja funkcije (zadatak 6.)

Za neparno proSirenje funkcije f je b, = 0, za svaki k € N, pa raCunamo:

/ f(x) dx=2- —/f(x)dx—/( 1)dx+/1dx—

parna

a, =2 -%/f(x)cos Zhkrx
1

2
/ cos— dx+/cosk%dx
0 1
—_2 1 kﬂ-x| + @2—__4$ink_ﬂ:
" krx 2 kr 2

_4(_1)n 1 _ _
EriE k=2n-1,neN.

{0, k=2n,neN

Fourierov red funkcije f glasi:

4o =D @n-1zrx
ﬂx)z?; -1 7 2
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7. Parno prosirenje funkcije f(x) = 1 — x zadane na intervalu (0, 1] razvijte u Fourierov red.
Pomocu dobivenog razvoja izraCunajte sumu reda Z ;
“ (2n— D4

Za parno prosirenje funkcije f je b, = 0, za svaki k € N, pa raCunamo:

a0=1+(_1)_[f(x)dx=20/(l—x)dx=l,

2kxx
- 1)/f(x)cosl_( 1)dx

ag

2 /(1 — x)cos(kmx)dx
0

u=1-x dv=cos(krx)dx
- du=—-dx v= 1 sin(kzx)
kr
_ 1

1—x . 1 -1 .
=2 sin(kzx) | — | —sin(kzx)dx
kr 0 kr
- 0

=2

1-1 sin(kr) —
4 kx krx kx

_ _ 1
0 gin0+ =L cos(krx) (O]

= k_—2 (cos(kr) — cos0)
k2 2 [( Dk ]

{0, k=2n,neN
= 4 _
m, k—2l’l—l,l’l€N.

Fourierov red funkcije f glasi:

fx) =

+y k_2 (=1)F = 1) cos(kzx) = Z o 1)2 — cos (2n — Dzx) .
k=1

l\)l'—
l\.)lr—-

(o]

1 NP :
Kako bi izracunali sumu reda Z —1)4 primijenit ¢emo Parsevalovu jednakost

Q2
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8. Funkcija f(x) = x + 7 definirana je na intervalu (—z, 0). Razvijte funkciju f u Fourierov

red po sinus funkcijama te izracunajte sumu reda Z =
n
n=1

Za neparno proSirenje funkcije f je a, = 0, za svaki k € N, pa ratunamo:

_ 2kwx
bk—ﬂ_( ﬁ)/f(x)snﬂ_( ”)dx

/4

= 1 / S (x) sin(kx) dx.
b4
-7
1 .
=-2 /(x + ) sin(kx) dx
b4
u=x+n dov=sin(kx)dx
- du=dx v= _71 cos(kx)
_ 0
- 0 -
= 2 M cos(kx) | - / -1 cos(kx)dx
b4 k - k
- /3
_ 2| _ 11 . 0
x|k k k e
_ 2
ok

Fourierov red funkcije f glasi:

[o0]

fo=> _72 sin(kx).

k=1
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(ee]

Kako bi izrac¢unali sumu reda Z

n=1

1
= koristit éemo Parsevalovu jednakost
n

2 2\
— 5 / (e dx= 3 (=)

—2/(x+7r)2dx—2:2

272 _
3
2

Nl’_‘

o

< 1
Ek—
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6 FOURIEROV INTEGRAL

6.1 Osnovni pojmovi

Teorem Ako je funkcija f : R — R po dijelovima glatka na svakom kona¢nom intervalu
i apsolutno integrabilna, onda postoji njezin Fourierov integral i vrijedi

l/mdﬁ/wf(é)cosﬁ(x—é)d§=
7 Jo —co

f(x)), ako je f neprekinuta u x,
% [f(x=0)+ f(x+0)], akoje f prekinutau x.

Neka funkcija f zadovoljava uvjete prethodnog Teorema i neka je f~ funkcija definirana sa

r f(x), ako je f neprekinuta u x,
1= { Lf(x=0)+ f(x+0)], akoje f prekinuta u x.

Tada za svaki x vrijedi
fx)= / [A (4)cos Ax + B (4) sin Ax] dA.
0
Ovaj integral nazivamo Fourierovim integralom funkcije f.

Funkcije

A(z>=%/ F@©cosAEdE i Bw:%/ £ (©)sin A& de

nazivamo kosinusnim i sinusnim spektrom, redom, funkcije f.
Parna funkcija nema sinusnog spektra, tj. B(4) =01

f(x)=/°oA(/l)cosﬂdi, A(A)z%/oof(é)cosiédé.
0 0

Neparna funkcija nema kosinusnog spektra, tj. A(4) =01

f(x)=/°°B(,1)sin,1xd,1, B(ﬂ)=%/mf(§)sinﬂfd§.
0 0
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Funkciju f definiranu sa

fy= T f (g de

1 oo
V2 J -
nazivamo Fourierovim transformatom funkcije f, a obrnuta veza je dana sa

fx)= X F () da.

1 /°°
E— €
V2r J -0

Preslikavanje koje funkciji f pridruZuje funkciju f nazivamo Fourierovom transforma-
cijom, a inverzno preslikavanje inverznom Fourierovom transformacijom.
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6.2 Zadaci

1. PrikaZite Fourierovim integralom funkciju

) Ixl, xe(-2,2)
f(x)_{o, X ¢ (=2,2).

2. PrikaZite Fourierovim integralom neparno proSirenje funkcije

) x-1, x €0,2)
A {O, x € [2, )

te odredite

< . 2 . .
I=/ sin" 2t sin2r  sin4z dr
12 t 2t
0

3. Prikazite Fourierovim integralom funkciju

oo = {Sgn (é - xz), xe[-1,1]

0, inace

te odredite

P sin ¢ 2sin§
I=/ ——+ dr.
t t
0

4. PrikaZzite Fourierovim integralom funkciju

Flo) = {2cos %, X € [—n, 7]

0, inace

te odredite

7= / coszt .
1 —4s2
0
5. Prikazite Fourierovim integralom funkciju

1, O0<x<1
f(x)=132, 1<x<2
0, inace

te odredite
(o]

I =/%m(4cost— 1) dr.
0
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RjeSenja:
1. PrikaZite Fourierovim integralom funkciju

) Ixl, x€(-2,2)
f(x)_{o, X ¢ (<2,2).

Slika 29: Graf funkcije (zadatak 1.)

Funkcija f je parna iz ¢ega slijedi da je B(w) = 0. Potrebno je odrediti kosinusni spektar

A(w):

Alw) = % / f(x)coswx dx

SIS

.

2 [
/x-cosa)xdx+2/0-cosa)xdx
T
0 2

~
0

u=x dv=coswxdx
= 1 .
du=dx v = =sinwx
2
21 x . 21 .
=—|=sinwx| —— sin wx dx
7|w 0 w
0

2 2
—sin2w + —coscoxi
w 0

<2 sin 2w + —cos2w— L)
w w?

_ 2ws1n2a)+cos2w— 1

RIS RESEE NS

w?

Fourierov integral funkcije f glasi:

2 2w sin 2w + cos 2w — 1
feo=2 / .
w

0

cos wx dw.
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2. PrikaZite Fourierovim integralom neparno prosirenje funkcije

) = {g— I, xe(0,2)

x € [2, ),

7= /<sm 2t sin2t sm4z> dr
2t
0

te odredite

A/
_2/0/2

-2

Slika 30: Graf neparnog proSirenja funkcije (zadatak 2.)
Kako bi dobili neparno prosirenje funkcije f koristimo f(x) = —f(—x). U ovom slucaju je
f(x)=—=f(=x) = —(—x — 1) = x + 1 pa je proSirenje funkcije f dano s

x—1, x€(0,2)
fx)=3x+1, xe€(=2,0)
0, x € (—o0,—2] U [2, c0).

ProSirenje je neparno iz ¢ega slijedi da je A(w) = 0, a sinusni spektar B(w) ratunamo:

B(w) = % / f(x)sinwx dx
0

=2/(x—1)-sinwxdx+g/0-sincoxdx
T T
2

“ _
'
0

_ u=x-1 dv=sinwxdx
) du=dx U=—icoswx

2

2 -1 2 1]
==|- coscox' +—/coscoxdx

T w 0 w

0
2

=2< l os2a)—lcosO+Lsma}x|>

T w w w? 0
=2( l osZw—l+ism2w>

T\ 0
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Fourierov integral funkcije f glasi:

[o0]

f(x)= 2/ (_COSZa) _1 + smga)) sin wx dw.
7

w w (0]

0

Sada treba odrediti integral 1. Uocimo da za x = 2 dobivamo traZeni integral

f@=

( cos2w 1 @ sin2w
- +

:f

) sin 2w dw
1) w

=||m
0\8

052t 1 s1n2t
t2

=||N r—/‘\

:‘~||l\.)
~ 0\8 O\g 0\8

) sin 2t dt

t 12

. )
< cos 2t sin 2t sin 2t + sin 2t> dr

ﬁll\)

sm 4t sin2t  sin® 2t
+— dr
t

RIS

iz Cega slijedi daje T = % £ Q).

Kona¢no, odredimo f(2). Funkcija f ima prekid u toc¢ki x = 2, f(2) raCunamo na sljedeci
nacin: i 1
Jim Fe)+ lim S

_1
[ = 5 T =7

Sadaje I =

z
e

wla
l\.)l'—‘

3. Prikazite Fourierovim integralom funkciju
2
gn<-—x) xe[-1,1]
fx) = { .
0, inace,

te odredite

P sin ¢ 2sin§
I=/ -+ dr.
t t
0
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Slika 31: Graf funkcije (zadatak 3.)

1, x>0
Kako je sgnx =10, x=0
-1, x<0,

to je na segmentu [—1, 1]

1, xe(—%,%),jertadaje%—x2>0
sgn (é - x2> =<-1, xe€ [—1,—%) U <%, 1], jer tada je é -x><0
0, x = —%,%.

Sada zadanu funkciju f moZemo zapisati u sljede¢em obliku

11
1, X € <—§,§>

f(x)=3-1, xe [—1,—§> U (%, 1

0, inace.

Funkcija f je parna iz Cega slijedi da je B(w) = 0, a A(w) raunamo:

Alw) = % / f(x)coswx dx
0

o0
=g/coscoxdx—g/coswxdx+%/0-cosa)xdx
T T T
1

~-
0

W=
—
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Fourierov integral funkcije f glasi:

2 r(2 sin% sin @
fx) == / - cos wx dw.
z @ ®

0

Preostaje odrediti integral /. Specijalno, za x = 0 dobivamo traZeni integral

o]

f(0)—3/oo 2T _sine g, - { o= —3/ 2503 _ sing dr=21
7 ® @ dw = dt P t t z
0

0

odnosno I = % - £(0). Kako je 0 € <—§, %) i f(0) = 1konatnoje I =% 1=

DN

4. PrikaZite Fourierovim integralom funkciju

Fl) = {2003 % x € [—7m, 7]

0, inace,

te odredite

I=/ cosmt .
1 —4¢2

Pl N

Slika 32: Graf funkcije (zadatak 4.)
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Funkcija f je parna iz Cega slijedi da je B(w) = 0, a A(®) ratunamo:

o0
A(a))=%/f(x)coswxdx
T
0
:2/2cos£-cosa)xdx+2/0-cosa)xdx
4 2 V1
0 V.4

T

=2 [ feos (w4 Dy sreon (0= )] s

0

=2 L sin<w+l>xﬂ+ ! sin(a)—l>x7r
T CO+1 2 0 a)_l 2 0
| 2 2
=2 1 sin(a)ﬂ+£)+ 1 sin(am—£>
T 60+l 2 a)_l 2
: 2 2
_g<cosa)7r_cosa)7r>
oz L _1
-+ 3 =3
2 wcosam—%cosam—wcosam—%cosam
7 21
w7
_ 2 coswr
r 1_ .2
1@
_ 8coswr
7 (1—40?)
Fourierov integral funkcije f glasi:
8 cos 7w
f(x) = ————— coswx dw.
m (1 — 40?)

0

Preostaje odrediti integral I. Specijalno, za x = 0 dobivamo traZeni integral

8 cos rw o=t 8 cos rt 8
1O (1l —4w?) @ {da)=dt} /ﬂ(1_4t2) e
0 0

odnosno I = % - f(0). Kako je 0 € [z, #z] i f(0) = 2cosg = 2.1 = 2 konacno je
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5. PrikaZite Fourierovim integralom funkciju

I, O0<x<l1
f(x)=12, l1l<x<2
0, inace,
te odredite
I=/%nt(4cost—1)dt.
0
2
14
2 -1 o] 1 2
-1

Slika 33: Graf funkcije (zadatak 5.)

Funkcija f nije ni parna ni neparna stoga ra¢unamo i kosinusni i sinusni spektar:

(o]
1
Alw) = —/f(x)cosa)xdx
V3
—00
0 1 2 )
1 1 2 1
=— [ 0-coswxdx+— [ coswxdx+ = | coswxdx+ — [/ 0-coswxdx
T T T T
-0 0 1 2
. \ S o ~ 7
0 0
1 . 1 . 2
=—sma)x| +—smcox|
Tw 0 1
_ sina)+ 2sin20w  2sinw
W W W

—sinw + 2 sin 2w

B

Tw
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B(w) = %/f(x) sin wx dx

0

1 2 0
l/0-sina)xdx+l/sina)xdx+2/sina)xdx+l/O-sina)xdx
T T T T

0 1 2

—Qo0
. S A ~
' '
0 0
1 1 2 2
= ——— COS WX ——cosa)x)
Tw 0 7w

CcoS @ 1 2cos2w  2cosw
=+ —- +

Tw Tw Tw Tw
_ I+cosw—2cos2w

Tw

Fourierov integral funkcije f glasi:
[So]

f(x)=l/l((—sina)+2sin2a))coswx+(1+cosa)—20032a))sincox)da).
) w
0

Preostaje odrediti integral I. Specijalno, za x = 0 dobivamo traZeni integral

1 1 . . w=t 1 1 . .
f(O)—;/5(—sma)+2sm2a))da)—{dw:dt}—;/?(—s1nt+2s1n2t)dt
0
=l/1(—sint+4sintcost)dt=l/Lnt(4cost—1)dt:ll,
T t T t T
0 0

odnosno I = z - f(0). Funkcija f ima prekid u tocki x = 0 pa f(0) racunamo na sljedeci
nacin: ) )

£(0) = xll)l’(l;l_ Fx)+ xlg(r)1+ F(x) _ 0+1 _ l
2 2 2

) 1 b1
Konatnoje I =7 - — = =.
] )
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7 LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

7.1 Osnovni pojmovi

Neka je f funkcija realnog argumenta ¢, definirana zat > 01 s vrijednostima u skupu realnih
ili kompleksnih brojeva. Neka je s realni ili kompleksni parametar.
Laplaceov transformat funkcije f je funkcija F definirana sa

F(s) = /ooe‘”f (1) dt
0

za svaki s za koji ovaj nepravi integral konvergira. Funkcija f se naziva original ili gornja
funkcija, a F(s) = L(f(¢)) slika ili donja funkcija.

Originale ozna¢avamo malim slovima f, g, & a njihove slike velikim slovima F, G, H.

Pridruzivanje f — F nazivamo Laplaceova transformacija i oznaCavamo ga s L. Dakle,
L (f) = F. Obratna veza, koja slici pridruzuje original, naziva se inverzna Laplaceova transfor-
macija i oznacava s £~!. Dakle, £~! (F) = f.

Da je originalu f pridruZena slika F moZemo zapisati i ovako:
f(0) o= F(s)

a obratnu vezu zapisujemo

F(s) o= f(1).

Tablica osnovnih Laplaceovih transformata

L fo [Fe |
Lo
-
Gk
o ﬁ

sin(at) | 5
cos(at) Sziaz
sh(at) | =7
ch(at) ﬁ
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Svojstva Laplaceove transformacije
f @) o F(s),a>0, g(t) — G(s)

1, >0, ..
u(t) = je step funkcija.
0, t<0.

af (1) + Pg(t) == aF(s) + fG(s)
f(at) = < F(3)
e f (1) o F(s+a)
f@—a)u(t —a)o—ee *F(s)
/7 (®) o~ sF(s) = f (0)
SO (@) o= s"F(s) = s"Tf (0) — - — f™D (0)
" f (1) == (=D"F®(s)

o 7
e o—oSfF(s)ds

t
[ f@dT o T2
0

Rjesavanje diferencijalnih jednadzbi

Pomocu Laplaceove transformacije mozemo rjesavati pocetni problem koji se sastoji od li-
nearne diferencijalne jednadZbe (reda n) s konstantnim koeficijentima

x™ ®+ a,,_lx("_l) ®+ - alx' O +apx@®)=f@)

1 pocetnih uvjeta

x(0)=x5 X O0)=x,, ..., x"D(0) = Xp_1-
Postavimo problem ekvivalentan pocetnom preslikavajuci ga u donje podrudje.
Neka je x () o= X (s)1 f () o F (s). Tada je

x'(f) o sX (s) —x(0) = sX (s) — x
xX"(@#) o-e s (SX (s) — xo) —x'(0) = s> X (s) — sx9 — X;
xW (1) o "X (5)— 5" Txg = 5"2x; — e — 5X,_q — X
pa (DJ) prelazi u
s"X (s) = 5" xg— - —x, +a,_ [s"_]X (s) = 5" 2xy — e — xn_l]

+--+a [SX (s) — xo] +apX (s)=F(s).
Nakon sredivanja, ovu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
P(s)X(s) + G(s) = F(s).

gdje je P(s) karakteristi¢ni polinom diferencijalne jednadZbe (stupnja n), a G(s) neki polinom
stupnja n — 1. Odavde dobivamo
X (s) = F(s)— G(s)’
P (s)

kojeg trebamo vratiti u gornje podrudje.
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7.2

10.

11.

12.

13.

. Izralunajte Laplaceov transformat funkcije f(#) = (3 —2¢t)e

. Izralunajte original funkcije F(s) =

. IzraCunajte original funkcije F(s) =

. Izratunajte L™'[F(s)](¢) ako je F(s) =

Zadaci

. Izracunajte Laplaceov transformat funkcije () =¢,¢ > 0.

-5t

. IzraCunajte Laplaceov transformat funkcije f(f) = cos’ t.

Izralunajte Laplaceov transformat funkcije f(f) = > ¢ sin®t.

o0
. Koristeé¢i Laplaceovu transformaciju izracunajte f e "'t sintdr.

0

o0
. Koristed¢i Laplaceovu transformaciju izracunajte f e * costdt.

0
3s+7
s2—2s -3
1
s2+ 65+ 13
—2s

e
(s +3)%

—S

e
s(s=1)

Izradunajte L™'[F(s)](¢) ako je F(s) =
Primjenom Laplaceove transformacije rijesite pocetni problem

Y=y —6y=0, y0)=-2, y'(0) =3.

Primjenom Laplaceove transformacije rijesite pocetni problem

y' =3y +2y =te, y(0)=1, y'(0) = -2.

Primjenom Laplaceove transformacije rijeSite sustav diferencijalnih jednadzbi

YV +3y+z=0
Z—y+2z=0,

uz pocetne uvjete y(0) = 1, z(0) = 1.
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RjeSenja:
1. IzraCunajte Laplaceov transformat funkcije f(¥) =¢,¢ > 0.

[o0] ] a

CLAN(s) = F(s) = / e () dt = / etdi = lim / Sty dr

a—>o0

0 0 0
3 u=t dv=edt
“Ndu=dt v=-1e

N
a
a 1
+—/e'”dt
0 S
0

) a _ 0 1 _
= lim [ —Ze%%4=¢0 — —¢~

. r _
= lim | —=¢™%
a—oo K

a

0

. w0 1 1
= lim <—§(e S“—e)>=—s—2(0—1)=s—2,5>0

jer je

L'H
lim (—Ee—m> G O TN 4 U N P S
S

a— S a—oo e3a §2 a—co %4
2. Izradunajte Laplaceov transformat funkcije f(f) = (3 — 2t) ™.

LIfOIs) =L [(3 —21) e_SI] (5)=L [33—51 _ Zte—St] (s)
=3 [e™] (s) —2L [te™] (5)

I

3L[1]1(s+5)=2L[t](s +5)
32 _m+13
S+5 (s+5?2  (s+5?%

1°af(t) + pg(t) o= aF(s) + pG(s)
2° e~ f () o F(s +a)

3. Izraunajte Laplaceov transformat funkcije f(f) = cost.

LLADI) = £ [cos? 1] (s) = £ [

1°

1+ 0205 Zt] (s)

L[1](s) + %ﬁ[cos 2t](s)

1 S
-+ , s> 0.
s s244

= N



86 7 LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

4. Tzratunajte Laplaceov transformat funkcije f(f) = et sin®z.

[ 1 sin 1] (s) = £ [r sin1] (s — 3)

1 —02052t] (s—3)

L[t](s —3) — L[t cos2t](s — 3))

LLFOIs) =

S

—_—

t

—_
o

~

1
(s=3)2

I

— (=)' L £lcos 211(s — 3)>
ds
ds \(s—372+4
ds \ s2 —6s+ 13

—s2+6s—5>
(s2=6s+13)2 )"

—

Il

~
7]
—_ |
w
~
[3%]

= NI= N= D= N

)

I =
%)
~

¥

~~~
[
|
W
N—’
)

3° 17 f (1) - (= 1)L F(s)

ds"
o0
5. Koriste¢i Laplaceovu transformaciju izracunajte f e "'t sintdt.
0

Bududidaje LI f(H)](s) = f e S f(t)dt slijedi f(¢) =1t sintis = 7. Dakle,
0

/ e "t sintdt = L[t sint](7).
0

Racunamo

L[t sint](s) = (—l)dill[sin t1(s)
s

—nd (L
=( 1)ds <s2+1>

d ;2 -1
= (=D ((s*+ D7)
= (=D(=D(s*>+ 17225
. 2s
(24 1)

2.7 14
(72+ 12 2500

paje L[t sint](7) =

[ee]

6. Koristeci Laplaceovu transformaciju izracunajte / e ? costdt.
0
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Kako je L[ f()](s) = f e5 f(t)dt slijedi da je f(f) = 1> costis = 1. Dakle,
0

(o]
/e" > costdt =L [t2 cos t] (D).
0

Racunamo

d2
L [ cost] (s) = (—l)zﬁﬂ[cos 11(s)
S ds? \s2+1

-5 (=)
T ds \ (24 1)2

_ 2s(s=3)
(24 1)3

) 2-1-(12=-3) 1
aje L [f* cost] (1) = =—-n——2 =
paje | I 12+ 1)3 2

7. IzraCunajte original funkcije F(s) = ﬂ
s2—2s—3

Nazivnik funkcije moZemo faktorizirati s> —2s —3 = (s — 3)(s + 1) pa funkciju F(s) rastav-
ljamo na parcijalne razlomke. Imamo:

3s+7 A + B
s2—-2s—3 s—-3 s+1
iz Cegaslijedidaje A =4, B=—1,tj. F(s) = LI L Original funkcije je:
s—=3 s+1
- 3547 - 4 1

p=et [ T = e [ - L]

F® s2—-25-3 © s=3 s+1 ®

- 1 - 1 -

=4£1[—]t—£1[—]t=43’— '

=3 sr1) =

1

8. Izradunajte original funkcije F(s) = ———.
Jie ot e ) = e T 13

Nazivnik funkcije se ne mozZe faktorizirati, ali se moZe dopuniti do kvadrata binoma:
s2 + 65 + 13 = (s 4+ 3)? + 4. Original funkcije je:

o 1 _ a2
TO=E e 07" [2 crapral”
] (1) = L3 Gin s,
2 (5+3)72+4 2
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-2s

9. Izralunajte L™'[F(s)1(r) ako je F(s) = (Se+ 32

1 1 [ o725 |
LT[F()I®) =L m 0]
AN
[ (s +3)2 )
1!

[ (s +3)? ]
=(1t=2)e Dyt =2)= (1t —2)eOu@ —2).

o
=L t—=2)-u(t—2)

=l

#=2)-u(t-2)

4° £ (t — @) u(t — a) o e F(s)

—S

10. Izradunajte £~'[F(s)](¢) ako je F(s) = ¢ .
s(s—1)
-1 e
L0 = £ _S(S_l)] (1)
e o 1 T
=L _s(s—l)] =D -ut-1)
— ! »_—1+L](I—1)-u(z‘—l)
| s s—1

[y — S I B PR N
=_r [s](t Deult—1)+L [S_l](t D u(t—1)
= (=14 u@-1.

11. Primjenom Laplaceove transformacije rijeSite pocetni problem

Y=y —6y=0, y0)=-2, y'(0) =3.

L[Y"1(s) = LIY'1(s) = 6L[y](s) = 0

S*LIYI(s) = s - ¥(0) = ¥ (0) — 5 - L[Y](s) + ¥(0) — 6L[y](s) =0
SPL[YI(s) + 25 =3 — 5 - L[y](s) =2 — 6L[y](s) =0

LIV(s)(s> —s—6)=—25+5

_ —2s+5
Ll =53——¢
Ll = —2 2

(s=3)(s5+2)
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&9

L[y](s) rastavljamo na parcijalne razlomke:
-25+5 _ A + B

2—5—6 s=3 s+2

iz ¢ega slijedi da je A = _?1, B = _?9, to jest

1 9

LV ==35=3 " 5612

Sada je

1 9
5(s=3) 5(s+2)

=" [

Q)

e lo- 2 [

_ —%e&— %e-zz'

12. Primjenom Laplaceove transformacije rijesite pocetni problem

Y =3y +2y=te, y0)=1, y(0) = -2.

L[Y"1(s) = 3L[Y'1(s) + 2L[y](s) = L[te'](s)
S2LIYI(s) = 5+ p(0) = ¥/ (0) = 3(s - LIYI(s) — ¥(0)) + 2L[y](s) =

1
(s—1)?

1!
(s = 1)?

s2£[y](s) —s+2—-3s-L[yl(s)+3+2L[yl(s) =

2_ 1
Lyl(s)(s*—3s+2) 617 +s—5

$3—7s2+11s—4
(s —1)?

LIyl(s)((s = D(s = 2)) =
53 =752+ 11s — 4
(s=13(s=2)
L[y](s) rastavljamo na parcijalne razlomke:

$3—T7s2+11s—4 A B C D

LIyl(s) =

(s=13(s=2) s—1+(s—1)2+(s—1)3+s—2

iz Cegaslijedidaje A=3, B=—-1, C=-1, D= -2,tojest
3 1 2
-1 (=12 (s=13 s=2

Llyls) = <

Sada je

y(®)

I R
£ [s—l (s—=1)2 (s=1)3 s—Z](t)

e T et [ e [ s [
= 3 [S_l](t) c [(s—1)2] c [(s—1)3](t) 20 [5_2]0)

2
t
3¢’ —te' — Ee’ — 2%,
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13. Primjenom Laplaceove transformacije rijeSite sustav diferencijalnih jednadzbi

y +3y4+2z=0
Z —y+2z=0,

uz pocetne uvjete y(0) = 1, z(0) = 1.

LIY'1(s) + 3L[yl(s) + L[z](s) =
L[2'(s) — L[y1(s) + L[z](s) =

sLyl(s) — ¥(0) + 3L[y](s) + L[z](s) =0
sL[z](s) — z(0) = L[yI(s) + L[z](s) =

(s +3)LYI(s) + L[z](s) = 1 (1

(s + DL[z](s) — LIyl(s) =1 ?)
Iz jednadzbe (1)) je

L[z](s) =1 = (s + 3)LY]I(s). 3)

Uvrstavanjem (3) u (Z) dobivamo
(s + D = (s +3)L[yl(s)) — LIyl(s) = 1,

iz Cega slijedi

s

Llyl(s) = G 4)
Zatim, uvrStavanjem (@) u (3) dobivamo

_ s+4

L[z](s) = G1or

Konacno,
— p-l 1 ]|s+2-2
o =E L 2ﬁh>_ <+DJ()

_ -l _ -1
=L [s+2h0 2L [@+2ﬂ]m

=e 2 — 2t ¥,

s+24+2
(s +2)?

_ [ -1 1
—r [S+2ho+2£ [@+2P )

t)y=rL"" (t)
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