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Sazetak

U ovom ¢emo ¢lanku opisati metodu za rjeSavanje sustava linearnih
kongruencija s n nepoznanica modulo m koristeéi alate linearne algebre.
Definirat ¢emo kongruenciju matrica te sto je inverz matrice modulo m.
Iskazat ¢emo teoreme o broju rjesenja sustava n linearnih kongruencija s
n nepoznanica te pokazati kako ih rijesiti pomo¢u Gaussovih eliminacija
i, u slucaju invertibilne matrice sustava, mnozenjem inverzne matrice
modulo m i vektora slobodnih ¢lanova.

Kljuéni pojmovi: kongruencija, sustav linearnih kongruencija, kongruentne ma-
trice, inverz modularne matrice

Abstract

In this article, we will describe a method for solving linear systems of
congruences modulo m with n variables, using linear algebra tools. We
will define congruence of matrices and what is the inverse of a matrix
modulo m. We will present theorems on the number of solutions of the
system of n linear congruences with n unknowns and show how to solve
them using Gaussian eliminations and, in the case of an invertible system
matrix, by multiplying the inverse matrix modulo m and the vector of
free terms.

Keywords: congruence, system of linear congruences, congruent matrices, inverse
of modular matrices
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1. Osnovni pojmovi

Djeljivost je fundamentalni pojam teorije brojeva. Uz pojam djeljivosti
veze se i pojam kongruencije. Teorija kongruencija nasljede je Carla
Friedricha Gaussa koji je ovu tehniku, poznatu i kao modularna arit-
metika, zasnovao u svom djelu Disquisitiones Arithmeticae, objavljenom
1801. godine.

Definicija 1. KaZemo da su cijeli brojevi a i b kongruentni po mo-
dulu m (ili modulo m), m € N, ako je razlika a — b djeljiva s m, tj.
m | a—"b. Utom sluéaju pisemo

a = b(modm),
i ¢itamo a je kongruentan b po modulu m (modulo m) [7).

Takoder, mozemo reéi a — b € mZ.

Primjer 1. Ocigledno je 14 = 3(mod11), 122 = 2(mod5), -5 =
7 (mod 6).

Relacija biti kongruentan modulo m relacija je ekvivalencije na skupu
Z, tj. ona je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna [7].

Sljedece propozicije daju neka osnovna svojstva korisna u rjesavanju
sustava linearnih kongruencija.

Propozicija 2. Ako je a; = by (modm) i az = by (modm), gdje je
m € N, onda vrijedi [7):

(i) a1 + az = by + by (mod m),
(i) ajas = biby (modm).

Propozicija 3. Neka sua,b,k € Z im € N takvi da je ak = bk (mod m)
inzd(k,m) = 1. Tada vrijedi a = b(modm) [7].

Propozicija 4. Neka je ax = ay (modm). Tada vrijedi iz =y (mod %) ,
gdje je d = nzd(a,m) [2].

Kao uvod u ono §to slijedi navest ¢emo uvjet rjesivosti linearne kon-
gruencije
ax = b(modm) (1)
za dane a,b € Z i m € N. Ako je neki zy € Z rjeSenje kongruencije (1),
onda ¢e i svi brojevi oblika xg+mk, k € Z zadovoljavati tu kongruenciju.
Dakle, ako linearna kongruencija ima rjeSenja u skupu Z, onda ih ima
beskona¢no mnogo. Pod pojmom broja rjeSenja kongruencije smatrat
¢emo broj medusobno nekongruentnih (modulo m) rjesenja [3].
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Teorem 5. Neka su a i b cijeli brojevi te m prirodan broj. Kongru-
encija ima rjesenja ako i samo ako d = nzd(a,m) dijeli b. Ako je
kongruencija rjeSiva, onda je broj rjesenja jednak d [6].

Za male vrijednosti modula m, rjeSenje se moze prona¢i u nekom
potpunom sustavu ostataka modulo m [B] $to éemo pokazati u sljedeéem
primjeru, no za vece vrijednosti od m koriste se metoda svodenja na
diofantsku jednadzbu, Eulerova metoda ili metoda koja koristi Euklidov
algoritam.

Primjer 2. Promotrimo kongruenciju 3z = 12 (mod6). Uocimo d =
nzd(3,6) = 3,b = 12 i d|b, pa je kongruencija rjesiva te ima d = 3
nekongruentnih rjesenja. Iz dane kongruencije slijedi 3x — 6k = 12, k €
{0, 1, 2, 3, 4, 5}. Odatle dobivamo nekongruentna riefenja:

z =0, 2, 4(mod6).

Promotrimo sada poseban slucaj kada je b = 1 u teoremu Line-
arna kongruencija ax = 1 (modm) ima jedno rjeSenje ako i samo ako
nzd(a, m) = 1. Tada se za a kaze da je invertibilan, a z se naziva inver-
zom od a modulo m i oznacava s a~' te vrijedi a - a=! = 1 (modm)

[5].
Teorem 6. Neka su ay,...,an, b cijeli brojevi i m prirodan broj. Line-
arna kongruencija

a1 4 - + apx, = b(modm) (2)

ima rjedenja ako i samo ako d = nzd(ay,...,a,, m)|b. Ako je linearna
kongruencija @, rjesiva onda je broj mekongruentnih rjeSenja jednak
d-m"1 6]
Primjer 3. Rijesimo sljedecu linearnu kongruenciju

3x1 — 729 = 11 (mod 13).

Uocimo d = nzd(3,7,13) = 1, b = 11 i d|b, pa je kongruencija rjesiva
te ima d - m"~! = 1-1327! = 13 nekongruentnih rjesenja. Iz dane
kongruencije dobivamo jednadzbu 3x7 — 7z — 13k = 11 koja ima opce
rjeSenje za:
x1 = Tt; + 6 (mod 13)
T = 3t1 +1 (HlOd 13)
k = 3ty (mod 13)

pricemusu ty, to € {0, ..., 12}. Kako t; postize vrijednosti {0, ..., 12},
onda su sva nekongruentna rjeSenja linearne kongruencije dana tablicom:
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znn |6 0 7 1 8 2 9 3 10 4 11 5 12
z2 |1 4 7 10 0 3 6 9 12 2 5 8 11
|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Tablica 1. Nekongruentna rjeSenja linearne kongruencije 3z1 — Tza =
11 (mod 13).

2. Sustavi linearnih kongruencija s n nepoz-
nanica

U nastavku ¢emo opisati kako se rjesavaju sustavi linearnih kongruencija
s n nepoznanica modulo m. Sustav linearnih kongruencija sustav je
oblika

a11%1 + ajoxe + - - + a1, = by (modm)

a1 + a92Ts + - - - + a2p Ty = by (modm)

p1%1 + Apa®a + -+ App Ty = by (mOd m) (3)

gdje sum i n prirodni brojevi, a a;; i b; cijeli brojeviza i, j € {1,...,n}.
Skalare a;; nazivamo koeficijentima sustava, skalare b; slobodnim koefi-
cijentima (ili ¢lanovima).

Zanima nas koliko rjesenja ima ovaj sustav i kako ih izra¢unati koristeci
postupak Gaussove eliminacije i osnovne pojmove modularne aritmetike.
Za pocetak trebamo definirati pojam kongruentnih matrica [IJ.

Definicija 7. KaZemo da su dvije k X p matrice A i B kongruentne
modulo m ako vrijedi

a;j = bij (modm), za svaki i =1,....k, j=1,..,p.

9 1 5 6 7 8
Primjer 4. |1 0 4| =[-2 9 1| (mod3).
2 0 12 11 15 0

Sada gornji sustav kongruencija jednostavnije mozemo zapisati u
matri¢nom obliku

AX = B (modm) 4)
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gdje je A matrica koeficijenata sustava, X vektor nepoznanica i B vektor
slobodnih ¢lanova.

Ozna¢imo s u(A, B,m) broj nekongruentnih rjesenja modulo m sus-
tava . Sljedeéim teoremima dat ¢emo uvid Sto se dogada s brojem
rjeSenja sustava .

Teorem 8. Neka su A, B i m dani kao u @ i . Tada je
u(A, B,m) < (nzd(det A, m))"™.
Ako je nzd(det A, m) =1 onda je u(A,B,m) =1 [J].

Teorem 9. Neka su A, B i m dani kao u (@) i . Pretpostavimo da je
m = mq---myg gdje su brojevi my,...,mg u parovima relativno prosti.
Onda je

u(A,B,m) = U(Avaml) o U(Avamk) [4]
Primjer 5. Promotrimo sljedeéi sustav

2x1 + 7z = 17 (mod 35)

3x1 + 8z = 18 (mod 35).
Prema teoremu 5| vrijedi u(4, B,35) < (nzd(det A, 35))? pri ¢emu je
A= B Q, B = EQ Kako je det A = —5 to je nzd(det A, 35) =
5 pa slijedi u(A4, B,35) < 25. Dakle, sustav ima najvise 25 rjeSenja.
Uoc¢imo da je 35 = 5.7, a 51 7 su u parovima relativno prosti pa po
prethodnom teoremu@imamo u(A, B,35) = u(A, B,5)-u(A, B, 7). Sada
promatramo isti sustav modulo 5 i modulo 7. Kako je nzd(det A, 5) =5
inzd(det A, 7) = 1 to je prema teoremuu(A,B7 5) <25,au(4,B,7) =
1. Rjesavanjem sustava modulo 5 dobijemo to¢no 5 rjesenja pa je

w(A, B,35) = u(A,B,5) - u(A,B,7) =5-1=15< 25.

Rjesavajuéi pocetni sustav modulo 35 postupkom koji éemo opisati u
nastavku, lako dolazimo do rjesenja prikazanih tablicom:

1 |33 26 19 12 5
z2 | 0 10 17 24 31
z3 | 0 1 2 3 4

Tablica 2. Nekongruentna rjeSenja zadanog sustava.
Iz linearne algebre znamo da se rjeSenje sustava linearnih jednadzbi

ne mijenja ako na sustav primijenimo elementarne transformacije (mno-
zenje jednadzbe brojem razli¢itim od nule, zamjena poretka jednadzbi,
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pribrajanje jedne jednadzbe drugoj).
Vrijedi li isto i za sustave linearnih kongruencija?

Propozicija 10. FElementarne operacije nad retcima matrice koje ne
mijenjaju rieSenje odgovarajuceg sustava linearnih kongruencija modulo
m jesu [1J:

1. zamjena mgjesta bilo koja dva retka

2. mnoZenje jednog retka s brojem relativno prostim sa m (pomnoZeni
redak nazivamo visekratnikom retka),

8. zbrajanje visekratnika retka s drugim retkom matrice.

Dokaz. Operacija (1), tj. mijenjanje redoslijeda kongruencija u sustavu
ne utjece na rjesenje sustava. Neka je dana kongruencija

aczr + bey = de (mod m)

gdje je c relativno prost sa m. Pretpostavimo da je z = 2’ iy = ¢/
rjeSenje ove kongruencije, tj.

acx’ + bey’ = de (mod m). (5)
Onda prema propoziciji [3] vrijedi
ar’ + by = d(modm)
pa je x = x’' y = 3/ rjeSenje kongruencije
ax + by = d (mod m). (6)
Obratno, ako je x = xp i y = yo rjeSenje od @, onda je i rjesenje od
(B). Dakle, rjesenja od i @ identi¢na su kada je nzd(c,m) = 1

pa je dokazana i tvrdnja za operaciju (2). Operacija (3) je posljedica
propozicije [2} O

Sada ¢emo ilustrirati postupak rjesavanja sustava 3 linearne kongru-
encije s 3 nepoznanice.

Primjer 6. Promotrimo sustav kongruencija

5x1 4 3x2 + 223 = 2 (mod 7)
3x1 + 4z + 625 = 1 (mod 7)
2x1 + 29 + 23 = 4 (mod 7).
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Ovaj sustav u matri¢nom obliku mozemo zapisati kao AX = B (mod 7),
gdje je

5 3 2
A= |3 4 6| matrica koeficijenata sustava,
2 11
I 2
X = |xo| vektor nepoznanica i B = |1| vektor slobodnih ¢lanova.
I3 4

Determinanta matrice A iznosi 7 pa je prema teoremu[9|nzd(det 4,7) =7
iu(A, B,7) < 73. Sada mozemo rijesiti prethodni sustav koristeéi elemen-
tarne operacije nad retcima proSirene matrice. Matricu ¢emo svesti na
gornji trokutasti oblik, odnosno provesti postupak poznat kao Gaussova
eliminacija. Prosirena matrica sustava jest

5 3 2 |2
AB=13 4 6 |1
2 1 1 |4

Pomnozimo prvi redak s 3. Ovo smijemo napraviti jer su 3 i 7 relativno
prosti. Imajmo na umu da sve operacije radimo modulo 7. Dobijemo

[1 2 6 |6]
AB=13 4 6 |1].
2 1 1 |4

Oduzmimo od drugog retka trostruki prvi redak, a od trec¢eg retka dvos-
truki prvi redak:

[1 2 6 |6]
AB= 10 5 2 |4].
0 4 3 |6]

U sljede¢em koraku htjeli bismo na mjestu (2,2) broj 1 pa rijesimo kon-
gruenciju 5z = 1 (mod 7). Ona ima jedno rjesenje, z = 3. Zato mnozimo
drugi redak s 3 i dobijemo
1 2 6 |6
AlB=10 1 6 |5
0 4 3 |6

Oduzimanjem od treceg retka drugi redak pomnozen s 4 dobijemo sve
nule u tre¢em retku:

1
AB= |0
0

S =N
S O D
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Sada iz zadnje matrice mozemo procitati rjesenje sustava:

g = —6x3+5 =235+ 5(mod7)

T = —2x9 — 623 +6 =5x9 + 23+ 6
=5(x3+5)+ 23+ 6 =623+ 3 (mod 7).
Kako je z3 € {0,...,6}, onda su sva rjeSenja sustava dana tablicom:
z |3 2 1 0 6 5 4
x2 |5 6 0 1 2 3 4
x3 |0 1 2 3 4 5 6

Tablica 3. Nekongruentna rjeSenja zadanog sustava.

Prethodni primjer pokazuje nam da sustav linearnih kongruencija
moze imati viSestruka rjesenja zbog linearne zavisnosti, isto kao i sustav
linearnih jednadzbi u linearnoj algebri. No, kad radimo s kongruencijama
tada je u pitanju kona¢no mnogo nekongruentnih rjesenja, za razliku od
beskona¢no mnogo rjesSenja koja mogu postojati kada rjeSsavamo sustave
jednadzbi u skupu R [I].

Primjer 7. Promotrimo sustav kongruencija

421 + 329 + 3 = 2 (mod 7)
Zo + 323 =5 (mod 7)
2x1 + 6x2 + 3z3 = 0 (mod 7).

Uoc¢imo da je det A = —44, tj. nzd(det A,7) = 1 pa prema teoremu
sustav ima jedno rjesenje, i to: x1 =5, zo =4, x3 = 5.

3. Inverz matrice modulo m

Ako je matrica A regularna i ako postoji njen inverz modulo m, rjesenje
sustava mozemo nadi tako da odredimo inverz matrice A i zatim ga
pomnozimo s matricom B.
Neka je dana kvadratna n x n matrica A. Zelimo pronaéi matricu M
takvu da je

AM = MA = I (modm)

gdje je I jedinitna n x n matrica. Inverz modulo m matrice A, ako
postoji, je upravo trazena matrica M i oznacavamo je s AL,

Sada nam je jo§ potrebna propozicija iz koje proizlazi da mnozenje
obiju strana kongruencije matrica s matricom ¢uva kongruenciju.
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Propozicija 11. Neka su A i B nxk matrice takve da je A = B (modm).
Onda je AC' = BC (modm) za neku kxp matricu C i DA = DB (modm)
za neku p X n matricu D [1)].

Na sljede¢em primjeru, primjenom Gauss-Jordanovih eliminacija, po-
kazat ¢emo raCunanje inverza modularne matrice.

Primjer 8. Izracunajmo inverz matrice A = [i ﬂ modulo 7.

Trazimo matricu A~! takvu da je

AAT ' = A7 A =T (mod 7).

Prosirimo matricu A jedini¢nom 2 x 2 matricom:
25 ] 10
4 1 | 0 1f°

Na mjestu (1,1) zelimo 1 pa pomnozimo prvi redak s 4 jer je x = 4
rjeSenje kongruencije 2z = 1 (mod 7). Imajmo na umu, sve operacije
radimo modulo 7. Dobijemo

16 | 40
4 1 | 0 1|°
Sada pomnozimo prvi redak sa 4 i oduzmimo ga od drugog retka
16 | 40
0 5 | 5 1|°

Na mjestu (2,2) zelimo 1 pa pomnozimo drugi redak s 3 jer je x = 3
rjesenje kongruencije 5z = 1 (mod 7) pa imamo

16 | 40
01 ] 1 3|°
Konac¢no, pomnozimo drugi redak sa 6 i oduzmimo ga od prvog retka:
10 | 5 3
01 ] 1 3"
Vidimo da je inverz A~! modulo 7 matrice A matrica
5 3
1 3|
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Kako bismo provjerili da je A~! uistinu inverz od A modulo 7 izra¢unajmo
A - A~! i uvjerimo se da é¢emo dobiti jedinié¢nu matricu:

LQL ﬂ ' ﬁ g] = Ll) ﬂ (mod 7).

Sljede¢om propozicijom skra¢ujemo postupak racunanja inverza 2 x 2
matrice modulo m.

Z matrica s cjelobrojnim elemen-
tima takva da je A = det A = ad — be relativno prost s m, m € N. Neka
je A7 inverz od A modulo m. Onda je matrica A~' = A~! [ d _b}

Propozicija 12. Neka je A = [Z

—c a
inverz matrice A modulo m [5].

Primijenimo propoziciju na prethodni primjer [§| te pronadimo
inverz. Jednostavnim racunom, imajuéi na umu da sve operacije ra-
¢unamo modulo 7, dobivamo A = det A = 3. Sada trebamo izra¢unati
A~ Tz definicije inverza broja imamo A-A~! = 1 (modm), tj. 3A~! =
1 (mod 7). Odatle dobivamo A~! =5 te je prema propoziciji [12] A~ =

1 =5 5 3
5 [4 2} = [1 3} (mod 7).

Za poopcenje propozicije [12 trebamo uvesti pojam adjunkte matrice
adj(A4). Neka je sada A =[a;;] bilo koja kvadratna matrica, a [A;x]

matrica algebarskih komplemenata elemenata matrice A. Transponiranu
matricu te matrice, tj. matricu

adj(4) = [Ai]" = [Ari]
nazivamo adjunkta matrice A [§].

Propozicija 13. Ako je A n X n matrica s cjelobrojnim elementima i
m € N takav da je nzd(det A,m) = 1, onda je matrica A=t = A~1.
adj(A) inverz od A modulo m, gdje je A~' inverz od A = det A modulo
m [5/.

Sada mozemo iskoristiti inverz matrice A modulo m kako bismo
rijesili sustav

AX = B (modm)
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gdje je nzd(det A,m) = 1. Prema propoziciji kad pomnozimo obje
strane ove kongruencije s A~! dobijemo
A7Y(AX) = A7'B (modm)
(A71A)X = A7 B (modm)
X = A7 B (modm).
Primijenimo prethodno na primjeru.

Primjer 9. Odredimo rjesenje sustava

2x1 + x2 + 3 = 1 (mod 5)
21 + 229 + 3 = 1 (mod 5)
1 + x2 + 223 = 1 (mod 5).

2 1 1
Matrica sustava je A = |1 1 2| i njena determinanta iznosi A = 4.
11 2

Vrijedi nzd(det A,5) = 1 pa sustav ima jedno rjesenje. Inverz od A = 4
modulo 5 je A~! = 4. Sada je

3 -1 -1 12 —4 —4
A =4adjA)=4|-1 3 —1|=|-4 12 -4
-1 -1 3 —4 -4 12
2 1 1
=11 2 1| (mod5)
11 2
i
2 1 171 4
X=A"'B=|1 2 1| [1]| = |4]| (mod5).
11 2] |1 4
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