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Sazetak

Dokazi u matematici su izuzetno vazni. Dugo se vremena smatralo
da je jedina uloga dokaza potvrda ispravnosti matematickih tvrdnji. U
ovom radu ¢emo prezentirati druge uloge matematickih dokaza. Opi-
sat ¢emo vrste dokaza, dati nekoliko primjera za svaku vrstu koristeci
razlic¢ite tehnike te pokusati pojasniti vaznost dokaza iz pedagoske per-
spektive.

Kljuéni pojmovi: matematicki dokaz, direktni dokaz, indirektni dokaz, uloge
dokaza

1. Uvod

Proces utvrdivanja istinitosti neke tvrdnje slijedom logickih zakljucivanja
uz zadanu pretpostavku, nazivamo dokazom.

Povijesno gledano, dokaz nije uvijek bio prirodni dio matematicke ak-
tivnosti. U drevnim kulturama u Babilonu, Egiptu i Kini, matematicari
su uglavnom bili zainteresirani samo za dobivanje rezultata koji su mogli
imati razli¢itu primjenu, a nisu se bavili pitanjem kako su dosli do tih
rezultata ni mogu li ih poopéiti. Vjerojatno su radili nekakve provjere
rezultata, ali ih nisu zapisivali. Tek u gréko doba stvara se deduktivni
pristup u matematici i naglasak se stavlja na pitanje osnovanosti, logike
i dokazivanja, a ne toliko na samo rjesavanje problema i prakti¢nost [5].
Rad grékih matematicara u geometriji jos od Euklidovih Elemenata (330
— 275 pr. Kr.) bio je model za znanstveno razmisljanje. Tek od 1900-
tih dokazi u algebri i analizi izvode se s istom logickom snagom kako je
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napravljeno u Elementima.

Danas je dokazivanje gotovo sinonim za istrazivanje u matematici i
velika koli¢ina dokaza se producira svake godine. Jedan od razloga tomu
je sto dokazi sadrze informaciju kako mozemo dobiti druge vazne rezul-
tate i Cesto sadrze tehnike primjenjive za rjeSavanje drugih problema.
Na primjer, Arhimedov rezultat o volumenu sfere je, naravno, zanimljiv
zbog primjene ra¢unanja volumena sfere, ali bez dokaza bi bilo tesko
naci volumene drugih tijela. Arhimed je opisao metodu koju je koristio
da dode do formule. Ta metoda je oblik integriranja i zanimljiva je za
brojne druge primjene.

Postoji konsenzus medu matematicarima da dokazi, osim §to sluze za
provjeru rezultata, sadrze jos mnogo vise zanimljivih informacija. Stoga
u sljedeé¢em dijelu razmatramo razlicite uloge dokaza.

2. Uloge dokaza

Ovdje ¢emo navesti i objasniti uloge dokaza kao u [9]. To su:
uvjeravanje,

objasnjenje,

sistematizacija,

otkrice,

komunikacija.

Jako dugo se smatralo da je uvjeravanje, potvrdivanje ispravnosti
matematickih izjava osnovna uloga dokaza. Prvenstveno zelimo uvjeri-
ti sebe, a onda i zainteresiranu publiku. Suprotno vjerovanju mnogih
ucitelja matematike da jedino dokaz pruza apsolutnu sigurnost u istini-
tost tvrdnje, matematic¢ari su uvjereni u istinitost svojih rezultata mnogo
prije samog konstruiranja dokaza. Dakle, dokaz nije nuzno preduvjet
za uvjerenost u istinitost neke tvrdnje. Michael de Villiers (1990.) to
lijepo kaze ,,Uvjerenje nije bijektivna funkcija dokaza”. Uvjerenje osi-
gurava motivaciju za dokaz i obi¢no ovisi o kombinaciji intuicije, kvazi-
empirijske verifikacije (npr. eksperimentalno i induktivno zakljucivanje,
totne konstrukcije i mjerenja, numericke supstitucije i sli¢no) i postoja-
nja logickog, ne nuzno rigoroznog, dokaza.

Tako je ¢esto moguce postiéi zadovoljavajuéu razinu sigurnosti u is-
pravnost neke tvrdnje sredstvima kvazi-empirijske provjere, ta sigurnost
opcenito ne mora pruziti zadovoljavajuée objasnjenje zasto je neka tvrd-
nja istinita. Samo potvrdivanje istinitosti, ¢ak i razmatranje sve vecteg
broja primjera moze podiéi razinu uvjerenosti u istinitost tvrdnje, ali ako
nema osjec¢aja zadovoljstva i razumijevanja, i dalje postoji jaka potreba
za objasnjenjem. Za mnoge matematicare aspekt objasnjenja u dokazu
je ¢ak 1 od veée vaznosti od samog aspekta verifikacije. Nisu svi dokazi
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jednako dobri u objasnjavanju. Objasnjenje je kriterij ,,dobrog” dokaza

Jos jedna uloga dokaza je sistematizacija znanja. Dokaz je nezamje-
njiv alat u sistematizaciji raznih poznatih rezultata u deduktivan sustav
aksioma, definicija i teorema. Neke najvaznije uloge deduktivne siste-
matizacije su:

e pomaze u identifikaciji nekonzistentnosti, kruznih argumenata i
skrivenih pretpostavki,

e ujedinjuje i pojednostavljuje matematicku teoriju, povezujuéi te-
oreme i koncepte,

e pruza globalnu perspektivu na teoriju otkrivajuéi aksiomatsku struk-
turu teme iz koje slijede sva ostala svojstva,

e Cesto vodi do alternativnih deduktivnih sustava,

e korisna je u primjeni unutar i izvan matematike budué¢i da pomaze
u provjeri primjenjivosti cijele kompleksne strukture.

Odlican primjer sistematizacije nalazimo u Euklidovim Elementima
gdje su skupljeni i sistematizirani mnogi teoremi koje su dokazali grcki
matematicari i organizirali ih na takav nacin da teoremi slijede iz defi-
nicija, aksioma i postulata.

Dakle, dokaz nije samo sredstvo a posteriori verifikacije, nego ¢esto i
sredstvo istrazivanja, analize i izuma. U kontekstu formalnog deduktiv-
nog procesa kao $to je a priori aksiomatizacija i definiranje, dokaz cesto
moze voditi novim otkri¢ima. Jedan takav primjer je otkrice neeuklid-
ske geometrije. Promjenom petog Euklidovog postulata matematicari su
izveli teoreme nekih sasvim novih geometrija.

Dokaz je jedinstven na¢in komuniciranja matematickih rezultata izme-
du profesionalnih matematicara, izmedu predavaca i studenata te izmedu
studenata i uc¢enika medu sobom. Dokaz ima ulogu diseminacije mate-
matickog znanja u drustvu.

Da bismo mogli koristiti dokaz prvo moramo znati pravila zaklju-
¢ivanja, a zatim i tehnike koje mozemo koristiti pri dokazivanju. U
sljedecem poglavlju je kratki uvod u algebru sudova, tautologije i pravila
zakljuéivanja. Detaljnije se moze naéi u [10].

3. Pravila zakljucivanja

3.1. Algebra sudova

Sud je bilo koja suvisla izjavna reCenica koja je ili istinita ili lazna.
Svakom sudu A pridruzujemo vrijednost T ako je istinit, a vrijednost
1 ako je lazan. Vrijednost istinitosti suda A oznacavamo sa 7(A) i
nazivamo semantickom ili istinosnom vrijednoséu. Dakle, 7(A) = T
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znaci da je semanticka vrijednost suda A jednaka T, tj. sud A je istinit.
Pomoéu logickih operacija iz jednostavnijih sudova mozemo tvoriti
nove, slozenije sudove. Najvaznije logicke operacije su:
e negacija; sud —A je istinit ako je A lazan, a lazan ako je A istinit,
e konjunkcija; sud A A B je istinit jedino ako je istinit i sud A i sud
B7
e disjunkcija; sud AV B je lazan jedino ako su oba suda A i B lazna,
e ekskluzivna disjunkcija; sud A Y B je istinit jedino ako je jedan od
sudova A i B istinit, a drugi lazan,
e implikacija; sud A = B je lazan jedino ako je sud A istinit, a B
lazan,
e ckvivalencija; sud A < B je istinit jedino ako su vrijednosti istini-
tosti od A i B jednake.

3.2. Tautologije, pravila zakljuc¢ivanja

Sud P je tautologija ako je P istinit sud bez obzira na istinitost jednos-
tavnih sudova od kojih je sa¢injen. U tom slucaju piSemo F P, i ¢itamo
,»P je tautologija”. Navodimo neke vaznije tautologije:
(1) E AV —A (pravilo iskljucenja treceg, tj. svaki je sud ili istinit ili
lazan, trecega nema),
(2) E(A=B)A(B=C)= (A= C) (pravilo silogizma ili tranzitiv-
nost implikacije),
(3) E =(AA—A) (zakon neproturjecnosti),
(4) E AN (A= B)= B (modus ponens ili pravilo otkidanja).
Pravilo obrata po kontrapoziciji zapisujemo F (A = B) < (=B =
—A). Vazno pravilo zaklju¢ivanja je i pravilo kontradikcije E (=4 =
1) = A. Rijecima, ako je totno da negacija suda A implicira laz, onda
je sud A istinit. Sljedeée poglavlje govori o vrstama dokaza i tehnikama
dokazivanja.

4. Vrste dokaza

Teorem ili tvrdnja je istinit sud ¢iju istinitost utvrdujemo dokazom.
Razlikujemo dvije vrste dokaza: direktni i indirektni. Takoder, tvrdnje
mozemo dokazivati matematickom indukcijom i koristenjem Dirichleto-
vog principa. Za svaku vrstu dokaza donosimo jedan ili dva primjera.

4.1. Direktni dokaz

Opis metode: svaki teorem je oblika A = B. Direktno dokazati tvrdnju
B nekog teorema znaci krenuti od pretpostavke A, primjenom aksioma,
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definicija i ranije dokazanih teorema, te nizom pravilnih zakljuc¢ivanja
doéi do zakljucka B [2].

Izrazom A = B indiciramo da kad god je istinit A, da i B mora biti
istinit (ne mozemo imati A bez B). S druge strane, kad imamo da je
B istinit onda ne mora biti da je i A istinit. Ovo se moze ilustrirati
jednostavnim primjerom ,pada kisa = oblacno je”. Ako prihvatimo da
kisi, onda automatski prihvacamo da je oblacno. Medutim, obratno ne
mora biti. Prilikom dokazivanja studenti ¢esto polaze upravo od tvrdnje
koju zele dokazati uzimajuéi je kao istinitu te zaboravljaju da ,izjava
X = istinita izjava” ne znaci nuzno da je izjava X istinita.

Navodimo primjer direktnog dokaza.

Teorem 1. Neka jen € N, n > 1. Ako n nije prost broj, onda 2" — 1
nije prost.

Dokaz. Primijetimo da nam ova tvrdnja daje pocetnu tocku za dokazi-
vanje. Znamo §to znaci biti prost, pa je razumno poceti zapisivanjem
broja n u obliku produkta dva prirodna broja. Dakle, postoje a,b € N
takvi da je n = ab, 1 < a,b < n. Promotrimo izraz 2%® — 1 i prisje-
timo se identiteta t™ — 1 = (t—1) (14+t+t*+---+¢™!). Stavimo
t = 2%, m = a. Neka je sada

r=2"-1

y=1+204+2% ... 4 (20 L.
Tada je

ay= (20 —1) (1420 +220 ... g2ty —gab 1 _9n 7,

Buduéi da je 1 < b < n imamo da je 1 < 2° —1 < 2" — 1 pa je
1 < x < 2™ —1. Stoga je x pozitivan faktor pa 2™ — 1 nije prost broj. O

4.1.1 Dokaz iscrpljivanjem

U dokazu iscrpljivanjem kao vrsti direktnog dokaza tvrdnja se dokazuje
dijeljenjem na konacan broj slucajeva i dokazivanjem svakog od njih za-
sebno. Zbog Siroke upotrebe racunala ova se metoda sve viSe koristi iako
joj nedostaje matematicke elegancije. Prvi dokaz teorema koji je ¢ak
150 godina intrigirao matematic¢are, Teorema o Cetiri boje, dobiven je
koriStenjem ra¢unala i iscrpljivanjem 1936 slucajeva (reducibilnih kon-
figuracija). Nema gornje granice $to se tice broja slucajeva. Pokazat
¢emo jednostavan primjer dokaza iscrpljivanjem.

Teorem 2. Kvadrat bilo kojeg cijelog broja je oblika 3k ili 3k+1, k € Z.
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Dokaz. Znamo da se svaki cijeli broj moze zapisati u obliku 3¢, 3¢ + 1
ili 3¢ + 2. Dakle, neka je a = 3q + r, gdje je ¢ € Z, r = 0,1,2. Onda je

a®> = (3¢ +7)% = 9¢> + 6qr + 1% = 3(3¢* + 2qr) + 2.

Kako su ¢ i r cijeli brojevi, onda je i 3¢? + 2¢r cijeli broj. Stavimo
3¢%2 +2qr :=k, k € Z. Imamo a? = 3k + r2. Sada razlikujemo:
slucaj I: ako je r = 0 ili r = 1 gotovi smo;
sluéaj II: ako je r = 2 onda je r? = 4 i vrijedi a? = 3k +4 = 3(k+1)+1
§to je u trazenom obliku.

O

4.2. Indirektni dokaz

Za razliku od direktnog dokaza teorema A = B, indirektnim dokazom je
put od pretpostavke A do tvrdnje B ,zaobilazan”. Za svaku tvrdnju B
postoji suprotna tvrdnja - B. Od te dvije tvrdnje, samo je jedna istinita.
Indirektni dokaz teorema A = B temelji se na promatranju suprotne
tvrdnje =B i nastojanju da se dokaze da suprotna tvrdnja nije istinita
[6]. Razlikujemo dokaz svodenjem na kontradikciju i dokaz obratom po
kontrapoziciji.

4.2.1 Dokaz kontradikcijom

Opis metode: kada pokusavamo dokazati A = B, pretpostavimo da je
A istina, a B nije istina (to jest, negacija od B je istina). Kona¢nim ni-
zom logickih zaklju¢ivanja dodemo do toga da istovremeno vrijedi neka
tvrdnja T i njena negacija =T, tj. dodemo do tvrdnje koja je u suprot-
nosti s nekim aksiomom ili ranije dokazanom tvrdnjom. Zaklju¢ujemo
da negacija tvrdnje B nije istinita, S§to znaci da je B istina. Ova metoda
se jos naziva reductio ad absurdum. Primjeri dokaza kontradikcijom su
sljededi.

Teorem 3. Skup svih prostih brojeva je beskonacan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup P svih prostih brojeva
konac¢an: P = {p1,...,px}, gdje je pr najvedi prosti broj. Pogledajmo
broj

a=pip2---pr+ 1.
Ovaj broj je sigurno veéi od pg te on nije prost jer je px najveci prosti
broj. Ako a nije prost, onda je a slozen. Po Osnovnom teoremu arit-

metike a se moze prikazati kao umnozak prostih brojeva, pa stoga mora
biti djeljiv s barem jednim prostim brojem, dakle nekim od brojeva p;.
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To je u suprotnosti s pretpostavljenim oblikom broja a. Time smo do-
bili da istovremeno a nije ni slozen ni prost, $to je nemoguce. Znaci
da polazna pretpostavka da , prostih brojeva ima kona¢no mnogo” nije
istinita. Istinita je negacija te tvrdnje, tj. polazna tvrdnja teorema. [

Teorem 4. Neka je a racionalan broj, b iracionalan. Tada je
(i) a + b iracionalan,
(ii) ako je a # 0, onda je a - b takoder iracionalan.

Dokaz. (i) Podsjetimo se $to to znaci biti racionalan (moze se izraziti
pomocu razlomka) i iracionalan (ne moze se izraziti pomocu razlomka).
Dakle, ako zelimo pokazati da je a + b iracionalan, to opéenito ne znamo
zapisati. Umjesto toga, mozemo pretpostaviti suprotno, tj. izraziti ga
kao racionalan broj sto je opéenito lako uciniti i pokazati da ovaj pristup
vodi kontradikciji. Pretpostavimo suprotno, da je a 4+ b racionalan, tj.
a+b:= 7, m € Z,n € N. Bududi da je a racionalan, mozemo ga napisati
kao a := g,pEZ,qEN. Tada je
b= (atb)—a=" P _ma—n
n q nq

Sto znaci da je b racionalan, a to je u kontradikciji s pretpostavkom da
je b iracionalan.

(ii) sli¢no. O

4.2.2 Kontrapozicija

Dokaz obratom po kontrapoziciji zasniva se na ekvivalenciji sudova A =
B i -B = —A. Dakle, kada dokazujemo A = B pretpostavimo —B i
primjenom pravilnog zaklju¢ivanja dolazimo do —A. Pogledajmo jedan
primjer.

Teorem 5. Neka je n € N. Ako 6 | n?, onda 6 | n.

Dokaz. Podimo od pravila obrata po kontrapoziciji A = B = -B =
—A. Neka vrijedi 6 { n, dokazimo 6 { n?. Buduéi da n nije djeljiv sa 6, to
znaci da pri dijeljenju sa 6 ima ostatak 1, 2, 3, 4 ili 5. Promotrimo sve
prirodne brojeve rasporedene u pet klasa, za k € Ny:

n=6k+1=n%=(6k+1)? =36k>+ 12k + 1 = 6(6k> + 2k) + 1; ocito

n? nije djeljiv sa 6 (ostatak pri dijeljenju je 1)

n = 6k + 2 = n? = 6(6k? + 4k) + 4; nije djeljivo sa 6

n = 6k + 3 = n? = 6(6k? + 6k + 1) + 3; nije djeljivo sa 6
n = 6k + 4 = n? = 6(6k> + 8k + 2) + 4; nije djeljivo sa 6

n = 6k +5 = n? = 6(6k> + 10k + 4) + 1; nije djeljivo sa 6.
Tvrdnja vrijedi za svakog predstavnika ovih klasa, pa vrijedi za svaki
prirodan broj. O
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4.3. Matematicka indukcija

Matematicka indukcija ubraja se medu Peanove aksiome skupa prirod-
nih brojeva, a koristi se za dokazivanje tvrdnji koje ovise o prirodnim
brojevima u gotovo svim podrué¢jima matematike. Sastoji se od tri ko-
raka.
Princip matematicke indukcije:
Neka je P(n) neka tvrdnja, gdje je n € N.
(1) Baza indukcije: provjeravamo da tvrdnja vrijedi za prirodni broj 1
(2) Korak indukcije: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za proizvoljni
k € N i na osnovi pretpostavke dokazujemo da vrijedi za k + 1, tj.
P(k)= P(k+1),
(3) Zakljucak: tvrdnja P(n) vrijedi za svaki n € N.

Postoje razlicite varijante matematicke indukcije. Neke tvrdnje nisu
istinite za prvih nekoliko prirodnih brojeva, ali se moze dokazati da vri-
jede za sve prirodne brojeve n veée od nekog r € N. U koraku indukcije
dozvoljeno je pretpostaviti da P(k) vrijedi za vise od jedne vrijednosti
k. Ponekad, da bismo uspjeli pokazati da je P(k + 1) istina, moramo
koristiti i P(k) i P(k — 1) i pretpostaviti da su obje tvrdnje istinite.
Kompliciraniji slu¢ajevi kombiniraju prethodno dvoje. Sljedeéi je pri-
mjer poopcéenje DeMorganovih zakona za skupove.

Teorem 6. Neka je U univerzalni skup, Ay, € 2¥. Vrijedi

(O Ak) = ﬁ Ay, za svakin > 2.
k=1

k=1

Dokaz. Neka je P(n) tvrdnja ( U Ak) = () Ay, zasvakin > 2. Vrijedi
k=1

k=1
(A; U Ag) = A; N Ay (DeMorganovi zakoni) pa je P(2) istina.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj & € N. Na osnovi pretpostavke
dokazimo da vrijedi za k + 1, tj. P(k) = P(k+1), k > 2.1z P(k + 1)
slijedi

(A UAs U -~ U A, U Agyq) (asocijativnost)
=((A1UA2U---UAL) U Ak41) (DeMorganovi zakoni)
= (A1 UAsU---UAL) N Agy1 (po pretpostavei)
= (A1 NAyN---NAg) N Agsy (asocijativnost)
=ANAyN---NANApyr.

Buduéi da iz istinitosti od P(k) slijedi istinitost od P(k + 1) za svaki
k € N, k > 2, zakljuéujemo da je P(n) istinita tvrdnja za svakin > 2. O
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Teorem 7. Neka je n € N. Suma prvih n prirodnih brojeva S, = 1+

. . n(n+1)
2+ - +n jednaka je —5—.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati na dva nacina. Prvi nacin je koristenjem
matematicke indukcije. Neka je P(n) tvrdnja S,, = 1+24+---4+n =
2t | Vrjjedi L

S1=1= T pa je P(1) istina.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj k € N. Na osnovi pretpostavke
dokazimo da vrijedi za k + 1, tj. P(k) = P(k+1). Iz P(k + 1) slijedi

Sp1=14+24+---+n+(n+1)
=1+2+---+n)+ (n+1) (po pretpostavci)

_n(n+1) _nm+1)+2n+1)  (n+1)(n+2)
—T—&-(n—i-l)— 5 = 2 .

Zakljucujemo da je P(n) istinita tvrdnja za svaki n > 1.

Drugi nacin da dokazemo teorem je mozda ljepsi i elegantniji te sva-
kako pridonosi boljem razumijevanju rezultata.
Zapisimo S, na dva nacina:

Sp=1424+---+(n—-1)+n
Sp=n+n-1)+---+2+1

te zbrojimo gornje dvije jednakosti. Dobit ¢emo
28, =(n+ 1)+ (n+1)+---+(n+1)+ (n+1) (n puta),
odnosno

25, = n(n + 1) (dijeljenjem s 2 slijedi tvrdnja teorema).

4.4. Dirichletov princip

U rjesavanju raznovrsnih problema, cesto je vrlo korisna i uspjesna pri-
mjena jednog od najpoznatijih kombinatornih principa, Dirichletovog
principa. Popularno ga se naziva i ,,princip golubinjaka”.

Princip kaze da ako n + 1 predmeta (golubova) rasporedimo u n
kutija (krletki), onda postoji barem jedna kutija koja sadrzi barem dva
predmeta.

Formalnije, za bilo koje preslikavanje f: A — B, ako je card(A) =
n+ 1, card(B) = n postoje dva elementa iz A koji imaju istu sliku u B.

Postoji i jaci oblik Dirichletovog principa koji kaze da ako je n pred-
meta smjesteno u m kutija, onda postoji barem jedna kutija koja sadrzi
barem |[2=1] + 1 predmeta.
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Primjer 8. Tablicu velicine 5x5 popunimo brojevima iz skupa {—1,0,1}.
Izracunaju se sume u pojedinim retcima, stupcima i na obje dijagonale.
Dokazite da kako god tablica bila popunjena, medu tim sumama postoje
barem dvije jednake.

Rjesenje. Ukupno ima 5 redaka, 5 stupaca i 2 dijagonale, $to ¢ini 12
mogucih mjesta za sume. Sume mogu biti od —5 do 5 i ima ih ukupno 11.
S obzirom da 11 suma rasporedujemo na 12 mjesta, po Dirichletovom
principu postoje barem dvije jednake sume.

5. Vaznost dokaza

Dokaz je jako tezak koncept za ucenike, i uciteljima su jako dobro poz-
nati problemi koje ucenici i studenti imaju s konstruiranjem dokaza i
s percepcijom potrebe za dokazom [IT]. Neke od poteskoda su notacij-
ske (npr. vigestruki kvantifikatori zbunjuju studente), zatim poteskoce s
pojmom dokaza (npr. donosenje zakljucka na temelju nekoliko primjera)
i neucinkovite strategije dokazivanja. Ucenici ne vide jasnu intelektu-
alnu svrhu ili imaju duboko ukorijenjene pogresne predodzbe $to znaci
da je matematicka tvrdnja valjana. Uzrok problema moze biti u nekim
udzbenicima koji za jednu izjavu nude intuitivno objasnjenje, za drugu
izjavu daju primjer koji je potkrepljuje, a za treéu rigorozni (formalni)
dokaz, a da prijelaz izmedu intuitivnog, empirijskog i formalnog nije
dovoljno objasnjen.

Problemi s dokazom nisu samo zbog slabijeg kognitivnog razvoja
(npr. nemogucnost logickog zaklju¢ivanja) jer, po nekim istrazivanjima,
¢ak su i vrlo mala djeca sposobna logicki zakljucivati u situacijama koje
su stvarne i znacajne za njih. Razlog zbog kojeg ucenici nisu toliko
ukljuceni u dokazivanje nije taj Sto ne mogu, ve¢ ne vide razloge ili po-
trebu za logickim dokazima, posebno kada su ti dokazi vizualno ociti ili
se empirijski mogu lako provjeriti [I]. Na uciteljima je da tu potrebu
poticu, te iskoriste nesigurnost i kognitivni sukob kao pokretacku snagu
za stvaranje potrebe za dokazima. Ucenici, kao i profesionalni mate-
maticari imaju istu potrebu za svrhovitim aktivnostima koje ukljucju
znanje, shvac¢anje i dozivljaj korisnosti aktivnosti u koje su ukljuceni [9].

Dokaz je zivo tkivo matematike i zasluzuje istaknuto mjesto u kuriku-
lumu matematike, imajuéi u vidu da su u ucionici kljuéne uloge dokaza
ipak provjeravanje i promicanje matematickog razumijevanja. U ucionici
glavno pitanje na koje dokaz mora odgovoriti jest zasto [4]. Treba se pro-
mijeniti percepcija uéenika $to matematika jest (matematika nije samo
ono §to matematika ,radi”). Za ulazak u svijet matematike potrebno je
koristiti apstraktne ideje i matematicki dokaz [7].
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Dokazi uce studente konceptima i tehnikama potrebnima u rjesavanju
problema, razvijanju vjestina logickog zaklju¢ivanja, uce ih testiranju
pretpostavki tako da mogu raditi na nacin koji nije samo unosenje bro-
jeva u neke modele, nego im daju samopouzdanje da mogu rjeSavati nove
probleme.
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